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CAS dans la géométrie

Une premiére solution consiste a choisir un logiciel de calcul formel (CAS en anglais, pour Computer Algebra System
) et & l'incorporer au logiciel de géométrie dynamique. Ce qui est possible

e techniqguement si les deux logiciels sont écrits dans le méme langage de programmation (par exemple, java

(langage)) ;

» |également, si les deux logiciels sont libres (par exemple tous les deux sous la license GPL).

C'est le cas (le CAS ?) avec GeoGebra, incorporant le logiciel Yacas, porté en java sous le nom MathPiper. La
puissance du calcul formel est alors disponible avec la convivialité de GeoGebra :

Exemple 1: Les fractions

Le fichier ci-dessous a été assez rapide a fabriquer : Deux curseurs nommeés a et b, pour chacun desquels on a
utilisé la fonction FractionTexte() et il a suffi de rajouter deux textes, représentant respectivement le "+" et le "=" :
<applet name="ggbApplet" code="geogebra.GeoGebraApplet" codebase="./"
archive="http://www.geogebra.org/webstart/geogebra.jar" width="727" height="415"> DA©s0lA®, l'activitA®
GeoGebra ne peut pas dA©marrer. Assurez-vous que Java 1.4.2 (ou version supACrieure) est installA©e et
activeA©e sur votre navigateur (Cliquez ici pour installer Java maintenant !)

CrA©A© avec GeoGebra

C'est bien entendu en manipulant les curseurs qu'on voit l'intérét que présente la géométrie dynamique dans cet
exercice de pur calcul formel !

Cependant, la combinaison de l'utilisation des curseurs dans un tableur et de la barre d'outils CmathOOo0CAS
permet, sous Open Office, de faire la méme chose, et méme bien plus. C'est en effet I'aspect "engagement direct"
qui est utile ici, et celui-ci n'est pas propre a la géométrie dynamique.

Exemple 2 : Factorisation de trinomes

Ce fichier GeoGebra est trés classique : Trois curseurs a, b et c, et la fonction

f (x) =a*x"2+b*x+c

pour avoir la parabole.

Sauf que, a la place, on a entré

f (x) =Fact ori ser[ a*x"2+b*x+c]

Ce qui change l'affichage de f(x) tel qu'il apparait dans la "fenétre algébre" (a gauche).

<applet name="ggbApplet" code="geogebra.GeoGebraApplet" codebase="./"
archive="http://www.geogebra.org/webstart/geogebra.jar" width="727" height="415"> DA©s0lA®, l'activitA©
GeoGebra ne peut pas dA©marrer. Assurez-vous que Java 1.4.2 (ou version supACrieure) est installAGe et
activeA©e sur votre navigateur (Cliquez ici pour installer Java maintenant !)
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CrA©A® avec GeoGebra

La partie intéressante de la manipulation consiste a triturer les curseurs et regarder I'effet produit, en particulier
pourquoi, alors que $x"2-1%$ est factorisé en $(x+1)(x-1)$, $x72-0,81$ n'est pas factorisé...

Pourtant, en entrant

Dével opper [ (x-0.9)*(x+0.9)]

on a bien $x72-0,81%...

Exemple 3 : Analyse

Aprés avoir créé deux curseurs a et b, on a tapé trés classiquement

f (x) =a*x"3+b*x

pour avoir un représentant d'une famille de fonctions a deux paramétres ; mais ensuite il a suffi d'entrer

Dérivee[ f]

et

g(x)=Intégral e[ f]

pour voir, non seulement les représentations graphiques de la dérivée et de l'intégrale de $f$, mais également leur
expression algébrique (non réduite cependant) :

<applet name="ggbApplet" code="geogebra.GeoGebraApplet" codebase="./"
archive="http://www.geogebra.org/webstart/geogebra.jar" width="727" height="415"> DA©so0IA®, l'activitA©
GeoGebra ne peut pas dA©marrer. Assurez-vous que Java 1.4.2 (ou version supACrieure) est installA®e et
activeA©e sur votre navigateur (Cliquez ici pour installer Java maintenant !)

CrA©A© avec GeoGebra

Exemple 4 : Notations ensemblistes

Pour un exemple de ce que permet GeoGebra en matiére de réunion, intersection et affichage d'ensembles finis, voir
ce cours de Seconde en ligne (en milieu de page). La figure est dynamique & cause des cases booléennes a cocher
pour faire varier les ensembles (ici des évenements).

++++
Géométrie dans un CAS

L'opération inverse de celle de l'onglet précédent, c'est celle consistant a incorporer un moteur de géométrie
dynamique a l'interface d'un logiciel de calcul formel. C'est ce qu'a fait Bernard Parisse avec Xcas.

Orthocentre

Pour vérifier, puis démontrer, que les trois hauteurs d'un triangle sont concourantes, on peut, sous Xcas, créer un
affichage 2D, puis créer par clics de souris, les points A, B et C mobiles, puis les segments dessinant le triangle ABC
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| Fig Edit Graphe ['segment’ Mode |JFAT Step [ Landscape W~
ahquer Pointl. - J. . [y -

|1_|p0int{-0.846,2.447,'a1‘fichage'=0)-0.44+0.2?8*
|point(-1.286,2.725)

|2_|point{—3.l2,—1,032,'af‘fi[hage'=0)+0.139-0,835*
|point(-2.981,-1.867)

I3 [point(2.633,-2.099,'affichage'=0) => C

point(2.633,-2.099)

l4 |segment(A,B, affichage'=0) => D
|segment{point{—1.286,2.725],point{—2.981,—1.86?]]

|5_|55-gment{B,C,'afﬁthage'=0) ==E
|segment{point{-2.981,-1.BG?],point{2.633,-2.099]]

|6_|5egment{C,A,'affi[:hage'=0] =>F
|segment{point{2.633,-2.099],point{-1.286,2.?25]]

hl:=hauteur{A,B,C]
|dr0ite{y={24.1982758621*x+33.8439827586]]

|B_|h2:=hauteur{B,A,C]
|dr0ite{y={O.B123963515?5*x+0.554?53524047]]

|9_|H:=inter_unique{hl,h2)
|p0int{-1.4234?561569,-0.6016?2872694]

ol

Aprés, c'est au clavier qu'on entre "h1 :=hauteur(A,B,C)" pour obtenir la hauteur issue de A, et, de fagon analogue, la
hauteur h2 issue de B. C'est aussi au clavier qu'on a créé leur intersection H, afin de vérifier que (CH) est
perpendiculaire a (AB). D'ailleurs, il suffit, une fois qu'on a créé la droite (AB) (qui ci-dessous s'appelle dAB), d'un
test d'orthogonalité :

Fi Edit Graphe Pointeur Modée Step [~ Landscape v~
Y

=1

segment(peoint(-0.4882,1.952),point(-2.981,-1.867))
segment{B,C,'af‘ﬂchage':O) ==E
segment(point(-2.981,-1.867),point(2.633,-2.099))
segment(C,A,'affichage'=0) => F
segment(point(2.633,-2.099), point(-0.4882,1.952))
h1l:=hauteur(A,B,C)
droite(y=(24.1982758621+x+13.7655982759))
h2:=hauteur(B,A,C)
droite(y=(0.770476425574*x+4+0.429790224636))
H:=inter_unique(h1,h2)
point(-0.569230075892,-0.00878812956682)
droite(C,H,'afﬁchage':vert) == h3
droite(y=(-0.652736318408+*x-0.380345273632))
droite(A,B,'affichage'=magenta) == dAB
droite(y=(1.53201219512+%x42.69992835366))
est_orthogonal(dAB,h3)

1

|W

|F

|T

F

|T

]

E]

5]

5]

Cependant, comme on le voit sur les équations des droites de la figure, les calculs sont approchés, et pas formels.
On fait alors de la géométrie dynamique comme avec n'importe quel logiciel de géométrie dynamique...

En fait on peut avoir du calcul formel dans la figure, mais en manipulant A, B et C par des curseurs. On crée trois
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nombres réels a, b et ¢ par "assume(a=3.3)" etc., ce qui crée immédiatement les curseurs a droite de la figure. Puis
les points A(0 ;0), B(a,0) et C(b,c). De cette maniére les coordonnées des points A, B et C ne sont pas numeériques et
on peut continuer a faire du calcul formel dans la figure. Pour prouver que la droite (CH) est une hauteur par du
calcul formel, on définit les vecteurs $\overrightarrow{AB}$ et $\overrightarrow{CH}$, et on calcule leur produit
scalaire :

|E| Fig Edit Graphe |Pointeur Modé Step [ Landscape v~
B [assumelc=1.7) - y

parameter|(c,-10.0,10.0,1.7,0)
A:=point(0,0)

point(0,0)

B:=point(a,0)

|T

IW

|point(a) _ _ _
C:=point(b,c) c
point(b+{i)*c) 1
hl:=hauteur(A,B,C,'affichage'=bleu) \
droite(y=((a-b)/c*x)) . . . B .
h2:=hauteur(B,A,C,'affichage'=bleu)
droite(y=((-b)/c*x+(a*b)/c))
H:=inter_unigque(hl,h2)
point(((i)*a*b+(-i}*b~2+b*c)/c) . . h L . . 2
v1l:=vecteur(C,H)

|polygone{point{b +(iY*c),point({(i}*a*b+(-i}*b~2+b*c)/c})
vZ2:=vecteur(A,B)

|T

F

IT

|W

5]

E]

polygone(point(0,0),point(a)) : : : r : : T4
produit_scalaire(vl,v2) I
(-b+(b*c)/c)*a

5]

I«

Centre de gravité

Pour montrer que le centre de gravité du triangle ABC est aligné avec A et le milieu M de [BC], on peut de méme
utiliser le calcul formel, en calculant des produits en croix, ce qui est faisable en Seconde : Comme ci-dessus, on
définit A(0 ;0), B(a,0) et C(b,c), puis M (milieu de [BC]) et G (centre de gravité) par des saisies au clavier, puis,
toujours au clavier, les vecteurs $\overrightarrow{AM}$ et $\overrightarrow{AG}$ :
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|E|Fig Edit Graphe |Repere Mnde_| [ Step [ Landscape
Lt ’ T Ll "

Vi~

s \

|3_|a55ume(c=]_.?) A

[parameter(c,-10.0,10.0,1.7,0) '
l4 [A:=point(0,0) _ _
point(0,0) oL
I5_[B:=point(a,0) o
point(a) '
[6_[c:=point(b,c)
point(b+(i)*c) e
7 |M:=milieu(B,C) B

[point(a+ (b+(i)*c-a)/2) '
G:=i50barycentre{A_B_C) ) )

|point({a+b+(i}*c)/3) o
b [v1:=vecteur(a,m) o
polygone(point(0,0),point(a+(b+(i}*c-a)/2)) '

MW::vecteur(A_G) _ _
|po|ygone{point{0,0],point{{a+b+{i]*ch’3]] oL

Mabscisse(ul]*ordonnee(vzl oL
((a+(b-a)/2)*c)/3 N
|Eabscisse{v2)*ordonnee(vl) Sl

[(a+b)/3/2%c

X:4.23

v:3.22

cfg

=4

2.1

0.2

1.7

-
¥FFF

Ensuite, il suffit de calculer les deux produits en croix pour vérifier qu'ils sont égaux, et donc que les deux vecteurs
sont colinéaires. Ceci dit, I'égalité des deux produits ci-dessus ne saute peut-étre pas aux yeuy, il suffit dans ce cas

de demander a Xcas de les simplifier :

|H|5impliﬂer{abscisse{vl]*ordonnee{ﬂﬂ

|(a*c+b*c)/6

|£|5impliﬂer{absci55e{v2]*0rd0nnee{vlﬂ

|(a*c+b*c)/6

Hyperbole équilatére et orthocentre

Théoreme
[1]:
L'orthocent
re H d'un
triangle
ABC inscrit
dans une
hyperbole
équilatere
est
lui-méme
sur
I'hyperbale

équilatere.

Pour vérifier (et prouver) cela, on peut aussi utiliser Xcas. Un premier probléme se pose a propos de I'hyperbole
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équilatére, Xcas n'étant capable de construire une hyperbole qu'a partir de ses foyers, ce qui complique la
manipulation. De plus, un point ne peut étre lié qu'a une droite, un segment ou un cercle. Alors on crée trois réels a, b
et ¢ par des curseurs, et on donne aux points A, B et C les coordonnées $A\left( a; \frac{1Ha} \right)$, $B\left( b;
\frac{1}b} \right)$ et $C\left( c; \frac{1}c} \right)$. Alors, en créant au clavier I'orthocentre H de ABC, on apprend (en
lisant son affixe) que ses coordonnées sont $H\left(\frac{-1}{abc};-abc \right)$ :

|§| Fig Edit Graphe |Pointeur Modml_step [ Landscape
Lo ool el Wbl ol Tl N . . . . . . . B

s

W~

[3 [supposons(c=[3.1,-10.0,10.0,0.0])
parameter(c,-10.0,10.0,3.1,0.0)
A:=point({a,1/a)

|T

point(a+(i)fa)

B:=point(b,1/b)

point(b+(i)/b)
graphe(C:=point(c,1/c)
point{c+({i)/c)
H:=orthocentre(A,B,C)
point(((-i}¥a~2*¥b~2¥c~2-1)/(a*b*c))
test:=abscisse(H)*ordonnee(H) - - T T A
(-1/a)/b/c/b/c/a*b~ 2*c ~2*+(-(a~2))

simplify(test)

1

vd:=graphe(l/x,'affichage'=61)
[plotparam{x+({i)*1)/x,x=-10.0..7.64666108211e-1!

4] | 13

v5: :triangle{A,B,C,'afﬁchage' =(jaune+rempli))

|T

|T

|T

L =

|ﬁ

|T

5]

[E]

polygone(peint(a+(i)fa),point(b+(i)/b),point(c+(i)/c)
4] | 13

5]

=
W

Si on n'arrive pas a lire les coordonnées de H ou s'il n'est pas évident que leur produit vaut 1, on peut toujours faire
effectuer ce produit par xcas, comme ci-dessus, ce qui a nécessité une simplification.

Les exemples fournis avec Xcas, en général de niveau Terminale S, illustrent également trés bien comment le calcul
formel permet des démonstrations, en particulier avec les nombres complexes.

++++
Communication entre logiciels

Par suite d'une certaine uniformité dans les langages utilisés par les logiciels pour représenter les expressions
algébriques, on peut faire du copier-coller entre Maxima, Xcas, GeoGebra et CaRMetal presque sans probleme. Par
exemple, calculer une expression formelle avec un logiciel comme Maxima ou Xcas, et la récupérer dans un logiciel
de géométrie dynamique pour illustrer une figure. Un atelier APMEP a déja été consacré a la communication entre
Maxima et CaRMetal. Voici en complément, un autre exemple :

Par exemple, on souhaite manipuler dans CaRMetal la représentation graphique de $\Pi(x)$, définie par
$\Pi'(x)=\frac{1}{\sqrt{2\pi}}e{-\frac{x"2}{2}}$ (fonction de répartition d'une variable aléatoire normale centrée réduite),
par exemple pour construire un intervalle de confiance. Mais cette fonction n'est pas exprimable avec des fonctions
usuelles, on ne peut I'obtenir que par intégration numérique. Alors, faute de mieux, on va la remplacer par son
approximant de Padé a I'ordre 16, calculé en un tour de main par Xcas :
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2|lpade(normal_cdf(0,1,x),x,16,16)

15 13 11 ] 7 5 3
1143 x 7w VIH 23100 %« VTI-32760. X« T+ 4004004 X « VT1-4118400. X « VT4 34594560 %"+ V11 -230630400 - X «

1383782400+ /2«1
A 0000000000001 M|

(on constate en passant que I'approximant est un polynéme)

Le miracle, c'est qu'il suffit de sélectionner sous Xcas I'expression obtenue avec ses racines et ses $\pi$, puis
"copier". Ensuite, sous CaRMetal, créer la représentation graphique d'une fonction, et effectuer un "coller" dans le
cadre réserve a I'expression de la fonction :

O|| Aspect | Numérique | Conditionnel | flx)= pOO**2+sgri(pil+591891200%sqri(2)*pi)/(1383782400%*sgrt{2)*pi) Q
Mom : f1 . -
[1 Fonction paramétree

Voila ! C'est aussi simple qu'un copier-coller ! Le miracle, c'est que les auteurs de tous ces logiciels ne se sont pas
concertés, et qu'il y a donc convergence de la syntaxe des différents logiciels (a peu de chose preés, le logiciel Maxima
rajoutant des "%" devant les "pi" ce qui, sur cet exemple précis, le rend moins maniable).

Ensuite il suffit d'ajouter quelques objets propres a la géométrie dynamique comme les fleches manipulables a I'écran
et le fameux LaTeX dynamique de CaRMetal pour obtenir cette figure :

<applet archive="plugins/auto/eva_geometrie/scripts/CaRMetal.jar" code="Main.class" width="808" height="531"
mayscript="true">

Un exemple de communication dans les deux sens entre Maxima et CaRMetal a déja été publié. Et I'atelier de
I'APMEP cité ci-dessus est relaté ici.

++++
Varignon

Le logiciel JGex ressemble a un logiciel de géométrie dynamique en Java (langage) comme les autres (opinion
personnelle : plutét moins bon que les autres) mais il possede des bases de Grébner qui lui permettent de faire du
calcul formel puisqu'il s'agit de polyndmes. Le principe est de travailler dans un repére ou chaque contrainte
géométrique se traduit par une équation polynomiale, et par résolution du systeme formé, de trouver de nouvelles
égalités qui se traduisent par des propriétés géométriques de la figure. JGex permet donc a la fois d'émettre
automatiqguement des conjectures, et de démontrer des propriétés de la figure. L'exemple suivant a été traité en
Seconde, en module d'apprentissage de la rédaction :
Théoreme(Varignon) :
Dans un quadrilatére
guelconque ABCD, le
quadrilatére formé par
les milieux des cotés
d'ABCD est un

pamllélngrammp

Comme les meilleurs éléves de Seconde, JGex est capable de démontrer ce théoréme. Pour cela on construit le

Copyright © Les nouvelles technologies pour I'enseignement des mathématiques Page 8/11


http://fr.wikipedia.org/wiki/LaTeX
http://fr.wikipedia.org/wiki/CaRMetal
http://www.reunion.iufm.fr/recherche/irem/spip.php?article72
http://revue.sesamath.net/spip.php?article318
http://www.cs.wichita.edu/~ye/
http://fr.wikipedia.org/wiki/Java_%28langage%29
http://fr.wikipedia.org/wiki/bases_de_Gr%C3%B6bner
http://fr.wikipedia.org/wiki/Varignon
http://revue.sesamath.net/spip.php?article293

Calcul formel et géométrie dynamique : comment les associer ?

quadrilatere ABCD et les milieux de ses c6tés :

Premiére méthode : algébriquement

En choisissant (A,B,C) comme repere, on a $A(0;0)$, $B(1;0)$, $C(0;1)$, $D(x,y)$ et donc

$E\Neft(\frac{1}{2};0 \right)$, $F\left(\frac{1}{2};\frac{1}{2}\right)$, $G\left(\frac{x}{2};\frac{y+1H2}\right)$ et
SH\left(\frac{x}{2};\frac{y}{2}\right)$. Par calcul on en déduit

$\overrightarrow{EF\eft(\begin{array}{r}0 \\ \frac{1}{2}\end{array} \right)$ et $\overrightarrow{HG\left(\begin{array{r}0
\ \frac{1}{2} \end{array} \right)$ :

$\overrightarrow{EF}=\overrightarrow{HG}$ cqfd.

Or JGex "sait" que EFGH est un parallélogramme, en effet a chaque étape de la construction, sa base de données
s'agrandit non seulement des nouveaux objets, mais des théoremes qu'il démontre a partir des hypothéses de la
construction. En sélectionnant cette base de données ("FixPoint"), on voit 21 égalités d'angles, 4 paires de triangles
semblables mais aussi, ce qui n'était pas vraiment prévu, des droites paralléles. En y regardant de plus pres :

] Fixpoint

o= Jlines (4)

¢ parallel lines (2)
plineslA,C; G,H; E,F]
plinesIB,D; F,G; E,H]

o [ midpoints (4)

o] congruent segments (6)

o] congruent angles (21)

o] similiar triangles (4)

o] congruent triangles (2)

o= [Jratio segments (12)
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on constate (au cas ou on ne l'aurait pas vu sur la figure) qu'EFGH est effectivement un parallélogramme. Mais pour
obtenir la preuve, on doit demander explicitement & JGex de prouver que c'est un parallélogramme, ce qui n'a pas été
prévu, le mot "parallelogramm® ne figurant pas dans le menu des choses a prouver. On peut alors le faire en deux
temps, en montrant que $(EF)//(GH)$ puis en montrant de méme que $(EH)//(FG)$. Alors on sélectionne I'entrée
"parallel" dans le menu "to prove", et on entre les noms des 4 points :

Parallel

Parallel -

set one [E [ [F [g/| [~]| [~]

st Two [ 7| [ll=][ [-][ [-]

EF | GH True ¥~

| OK | Clear | Cancel

On constate que le mot "true" apparait automatiquement, en vert.

Apres ca il suffit de demander la démonstration, a choisir parmi 4 méthodes :

Le choix des bases de Grébner donne l'affichage suivant (avec un choix du repére quelque peu différent) :

The Equational Hypotheses:

1: E : midpoint( BA)
2¥10 - x4 =0

2: F: midpoint( CB)
2¥12 -®6 -x4 =0
2¥11 -®5 =0

3: G : midpoint( DC)
2¥14 -x8 -x6 =0
2H13 -®7 -¥5 =0

4: H : midpoint( AD)
2¥16 -x8 =0
2¥15 -®7 =0

The Initial Polynomial Set
2¥16 - w3 =0

2¥15 -¥7 =0

2¥14 -¥8 -x6 =0

2¥13 -¥7 -%3 =0

2¥12 - %6 -x4 =0

2x11 -%5 =0

2x10 - x4 =0

The Groebner Basis: GB =
2116 -8 =0

2x15 -7 =0

2x14 - w8 -x5 =0

213 - %7 -x5 =0

2x12 - %6 - x4 =0

2x11 -%3 =0

2x10 -xd =0

x8 =0

The Nondegenerate Conditions
The Conclution:

EF || GH
¥11x16 + (12 + 10015 - %x11xld + (%12 -x10)x13 =0

On lit (avec une orthographe quelque peu douteuse) que le parallélisme a prouver se traduit par une équation du
second degré a 6 variables, et la réduction du premier membre (non montrée ci-dessus) donne 0, ce qui acheve la
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démonstration.

Deuxieme méthode : Par le modus ponens

En sélectionnant la méthode GDD (déductive), GJex affiche presque instantanément

¢ 1. EF || GH
2. EF || AC
3. GH || AC

% 2. EF | AC (r3s)
midp(F,CB) (by HYP)
midp(E,BA) (by HYP)

§ 3. GH| AC (r3s)
midp(H,AD) (by HYP)
midp(G,DC) (by HYP)

qui devrait étre rédigée de bas en haut (en fait, c'est un algorithme, qui, & partir de faits a prouver, élabore une
stratégie de déduction, de facon récursive, en amener de nouveaux faits & démontrer). Pour comprendre le sens de
cette démonstration, on peut cliquer dans la liste des "lemmes" sur la régle 35, ce qui a pour effet d'afficher une figure,
avec I'énoncé du théoréme des milieux.

Un dernier exemple en guise de conclusion, mais surtout pour montrer que l'association entre la géométrie dynamique
et le calcul formel en est a ses premiers balbutiements : Pour explorer la trigonométrie rationnelle, René Grothmann a
introduit dans son logiciel CaR un affichage de fractions.

[1] Voir par exemple le Bulletin Vert 487 de 'APMEP.
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