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Chapitre 1

Introduction

1.1 C’est quoi MathsOntologie ?

1.1.1 Ontologie

En informatique, une ontologie est définie comme «un ensemble struc-
turé de concepts permettant de donner un sens aux informations». Les
concepts de MathsOntologie sont des concepts mathématiques, et leur
structure est définie par la notion d’héritage dans le langage Smalltalk qui
est un langage objet . En bref, une ontologie est une sorte de langage de
programmation incomplet.

1.1.2 Mathématiques

MathsOntologie est dédié aux mathématiques, et ses objets sont créés
pour aider a résoudre des problémes de mathématiques.

1.1.3 En frangais

MathsOntologie est avant tout une traduction frangaise partielle de
Smalltalk, et se veut un ascenseur pour mettre le pied a l'étrier du «vrai»
Smalltalk. Il est d’ailleurs possible de programmer en Smalltalk depuis
MathsOntologie, sans aucune restriction.

1. et méme plus ou moins le premier langage objet, créé par Alan Kay et son équipe
au début des années 1970.
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1.2 Que peut-on faire avec MathsOntologie ?
Avec MathsOntologie on peut faire des maths, mais aussi de 1’algorith-

mique :

1.2.1 Programmation en MathsOntologie

Avec des tests

ann Trans

Encore heureux !

8ece Workspace

(2+2=4) sivrai: [ Transcript affiche: 'Encore heureux ]
siFaux: [Transcript affiche: 'Au secours ']

FIGURE 1.1 — on apprend que 2+2 est bien égal a 4

Avec des boucles a nombre prédéterminé d’exécutions

ane Trans

; 06086 Workspace
3 3 foisRepete: [

4 Transcript affiche: 6 auHasard.

2 ]

6

6

2

4

FIGURE 1.2 — Lancer un dé 8 fois

Avec des boucles a condition de sortie

Par exemple, on voudrait savoir combien de fois il faut lancer un dé
pour que la probabilité d’avoir un 6 dépasse 0,99 ; autrement dit, que la
probabilité de ne jamais avoir un 6 passe en -dessous de 0,01 :



1.2. QUE PEUT-ON FAIRE AVEC MATHSONTOLOGIE?

006 TEnE —

il faut lancer le dé 38 fois au moins pour étre sir @ 99,9% que le &
tombe au moins une fois.

006 Workspace (=]
[nu| -
n:=0.
u:=1.
[u=0.001 ] tantQueVrai: [

n:=n+l.

ui=u*5 /6.

1.
Transcript affiche: ‘il faut lancer le d& ' ; montre: (n commeTexte) ;
montre: ' fois au moins pour &tre sir 3 99,9% que le 6 tombe au
moins une fois.'

FIGURE 1.3 — Pas de chance au jeu des petits chevaux

1.2.2 Des maths avec MathsOntologie

Tableau de valeurs d’une fonction

0606 Transcript
11 006 Workspace
; I; 1 jusque: 8 faire: [:n |
1 e Transcr!pt affiche: n.
5 |25 Transcript tab.
6 |36 Transcr!pt montre: |,
Transcript montre: n auCarré.
7 |49 ]
8 |64

FIGURE 1.4 — Table des carrés
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Affichage des nombres en toutes lettres

066 Transcript o

un WA
deux

trois 006 Workspace

=
quatre Transcript efface. N
cing 1 jusque: 20 faire: [ :n |

six Transcript affiche: n avecDesMots.
sept |

huit
neuf
dix
onze
douze
treize
quatorze
quinze
seize
dix-sept
dix-huit
dix-neuf
vingt

<

FIGURE 1.5 — MathsOntologie est fort en orthographe

et méme en chiffres romains

066 Transcript =)

. 8ene Workspace o
]
Y} Transcript efface. -

v 1 jusque: 20 faire: [ in |

Vi Transcript affiche: n enChiffresRomains.
Vil ]

i
IX
X
Xl
Xl
X
XV

bAY|
XVl
xvin
XX
XX

<

FIGURE 1.6 — Par Toutatis, MathsOntologix sait méme faire ¢a!
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Des statistiques

Statistique sur la liste des 96 diviseurs de 40320 :

06006 Tr

moyenne 1657.5

écart-type 4942.32216888505
médiane 192

étendue 40319

8ene Workspace
| stats |

stats := 8 factorielle diviseurs.

Transcript affiche: "
Transcript affiche:
Transcript affiche: "
Transcript affiche: "

moyenne ' ; tab ; montre: stats moyenne commeDécimal.
ecart-type ' ; tab ; montre: stats écartType.

médiane ' ; tab ; montre: stats médiane.

etendue ' ; tab ; montre: stats étendue.

FIGURE 1.7 — arithmétique et statistiques en méme temps

Des probabilités

Comptage par boucle (combien de fois le 8 apparait) :
0006 Tr

On a 5 chances sur 36 que |la somme des deux dés soit 8.

8ece Workspace
| liste proba |
liste := #{) commeSac.
1 jusque: 6 faire: [:a |
1 jusque: 6 faire: [:h |
liste ajoute: (a+b)1l.
proba := (lliste choisis: [ :somme | somme=8]) taille) / (liste taille).

Transcript affiche: 'On a ' ; montre: (proba commeProba) ; montre:
' que la somme des deux dés soit 8.’

0

FIGURE 1.8 — Calcul de la probabilité d’avoir un 8 en langant 2 dés
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Chapitre 2

Démarrage

2.1 Lancer Pharo

2.1.1 mais sans lance-pierre!

Le logiciel Pharo est fourni "tout-en-un" : Les fichiers importants ou
utiles sont les mémes sous Windows, Linux ou Mac. Seul le minimum est
différent selon le systeme d’exploitation :

— Sous Windows c’est MathsOntologie.exe sur lequel il convient

de double-cliquer.

— Sous Linux c’est MathsOntologie. shsurlequelil convient de double-

cliquer’;

— Sous MacOS il faut glisser I'application vers le dossier des applica-

tions.

2.1.2 Description de Pharo

Pharo ressemble un peu a un systeme d’exploitation, avec une sorte de
"bureau” sur lequel s’'ouvrent des fenétres au fur et a mesure qu’on lance
des outils. Les fenétres cachées sont représentées par des miniatures en
bas de l'écran; il suffit d’approcher la souris de 1'une de ces miniatures
pour rouvrir la fenétre voulue. Pour lancer un outil il suffit de faire un clic
sur une partie du bureau qui n’est pas cachée par une fenétre. Ce qui fait
apparaitre un menu déroulant, au sein duquel il ne reste plus qu’a choisir
I’outil dont on a besoin. Pour MathsOntologie, on a besoin essentiellement
de deux de ces outils :

1. ou lancer depuis une console si on préfere

9
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2.2 Le workspace

Le workspace est I'endroit ot1 on écrit son programme. Normalement
il est présent au démarrage de MathsOntologie, mais on peut en ouvrir un
en cliquant sur le bureau et en choisissant "Workspace" :

x World .

e System Browser

Eworkspace

w Test Runner
= Monticello Browser

54 Tools

[§ System
%) Help

[ Iwindows

¥|Save
[¥]Save as...

= |Save and quit
@ | Quit

b . .

FIGURE 2.1 — En cas de perte de workspace, s’adresser au bureau

2.3 Le transcript

Le transcript est I’endroit ot1 les données produites par un programme
sont préférentiellement affichées. Normalement, il est ouvert au démar-
rage de MathsOntologie, mais au besoin, on peut le rouvrir en cliquant
sur une partie vide du bureau, et en choisissant le transcript parmi les ou-
tils ("tools") :

Pour tester la configuration on peut essayer d’écrire ceci dans le works-
pace (histoire de calculer une hypoténuse) :

Transcript affiche: (5 auCarré + 12 auCarré) racine.

Pour lancer ce programme en MathsOntologie, on le sélectionne, soit
avec la souris, soit en faisant A1t -3, et on clique droit, ce qui permet de
choisir ce qu’on veut faire avec ce programme :

— l'exécuter : "Do it" (ou A1t -D)
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x World 'I
= System Browser
B workspace
o Test Runner
= Monticello Browser

oLT00S LY 8 Finder
[§ System M- /Configuration Browser
& Help b i Recent Messages
T wWindows b [EProcess Browser
[¥]5ave ! _
]save as... ¥ Time Profiler
& |save and quit i screenshot
& | Quit = File Browser
||| Change Sorter
Recowver lost changes...

FIGURE 2.2 — La boite a outil de MathsOntologie est bien fournie

— l'afficher dans le workspace : "Print it" (ou A1t -P)
— l'inspecter sous toutes les coutures : "Inspect it" (ou A1t -1I)
— l'explorer : "Explore it" (ou A1t -L)

Dans le cas présent, "Do it" suffit a faire afficher sur le transcript la

valeur de /52 + 122.

2.3.1 Puissance du transcript

La méthode affiche va a la ligne ce qui permet d’écrire en colonnes.
La méthode montre fait de méme sauf qu’elle ne va pas a la ligne; elle
permet donc d’écrire plusieurs choses sur une méme ligne. La méthode
cr, au contraire, va a la ligne sans rien écrire. La méthode tab va a la
tabulation suivante; elle est donc utile pour écrire des tableaux. Enfin on
peut effacer le tableau plein de craie avec

Transcript efface.
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FIGURE 2.3 — En effacant le transcript on ne fait pas de nuage de craie

2.4 Se passer du transcript

241 Afficher

En choisissant "Print it", on affiche la valeur produite par le programme
(ce qui suppose qu’il en produise une, et une seule); par exemple, si on
veut savoir si le triangle de cotés 5, 12 et 13 est rectangle, on peut entrer
dans le workspace :

5 auCarré + 12 auCarré = 13 auCarré.

puis cliquer-droit :

x - 0O Workspace
5 auCarré + 12 guCarre =13 auCarri Do it (d)
- Print it (p)

{3 Inspect it (i)
i) Explore it ()
kDebug it (D)
W Profile it

FIGURE 2.4 - ]’ai comme 'impression que ¢a va imprimer
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La réponse true apparait alors collée au programme, ce qui est peu
lisible. Alors on peut ajouter des lignes vides en-dessous du programme,
ou inspecter au lieu d’afficher :

2.4.2 Inspecter

Si, au lieu de choisir "Print it", on choisit "Inspect it", une nouvelle fe-
nétre s’ouvre, dans laquelle se trouve non seulement la réponse elle-méme
mais aussi une fiche compleéte sur la réponse :

*x — 0O Workspace

S auCarré + 12 auCarré =13 auCarré

x — 0O True
self true
all inst vars

FIGURE 2.5 - La police de l'inspecteur n’a pas de serif
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2.5 Quitter Pharo

Lorsqu’on quitte le logiciel, on a le choix entre

— laisser le logiciel dans1’état ot on l’a trouvé en entrant : Tout ce qu’on
a fait durant la séance disparait alors dans les limbes de 1’oubli;

— enregistrer 1'«<image» dans son état actuel, avec le souvenir de la
séance, et le transcript et le workplace pleins d’affichage. Toutefois,
en quittant Pharo, on enregistre un message de départ sur le trans-
cript.



Chapitre 3

Problémes de trains

Un train quitte la gare de Citypolis a 2
heures 53 minutes pour la ville de Policité,
située a 245 km de Citypolis. Sachant que
1l’arrivée a Policité se fait a 5 heures 14

minutes, gquelle est la vitesse moyenne du
train?

3.1 temps

3.1.1 Mois et année

Pour savoir en quel mois on est, on fait ' :

Transcript affiche: Time now commeDate nomDuMois.

Pour savoir en quelle année on est, on fait :

Transcript affiche: Time now commeDate année.

Pour savoir si I’année courante est bissextile :

Transcript affiche: Time now commeDate année estBissextile.

3.1.2 Jour

Pour connaitre le numéro d’aujourd’hui dans le mois, on fait :

1. Time now est une méthode de I’objet Time, qui renvoie I'information stockée dans
I'horloge de l'ordinateur. commeDate transforme ces informations en objet Date.

15
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Transcript affiche: Time now commeDate quantiéme.

Pour connaitre le numéro du jour dans 'année, on fait :

Transcript affiche: Time now commeDate jourDansLannée.

Pour connaitre le nom du jour d’hui, on fait :

Transcript affiche: Time now commeDate nomDudour.

Enfin, pour avoir un calendrier, on fait :

Transcript affiche: Time now commeDate aujourdHui.

3.2 Durées

3.21 Jours

Un robot martien parcourt un triangle
équilatéral; sachant qu’il lui faut 20 heures
pour parcourir un cbété, combien mettra-t-il
pour parcourir tout le périmetre?

Il suffit de multiplier 20 heures par 3 :

Transcript affiche: ((3«20) heures).

Laréponse 2:12:00:00 se lit «deux jours et douze heures» : Ce robot est
nettement plus lent que le train qui a quitté Citypolis il y a trois quarts-

d’heures déja. Mais combien de minutes cela fait-il, trois quarts-d’heures
au juste?

3.2.2 heures

Transcript affiche: (3/4) heures.

La réponse 0:00:45:00 se lit «quarante-cinq minutes». Pour la vérifier,
on peut faire

Transcript affiche: 45 avecDesMots.

Pour la conversion dans l’autre sens, on peut faire

Transcript affiche: 45 minutes enHeures.
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MathOntologie sait aussi convertir enSecondes, enMinutes, ouenJours,
et arrondir ou tronquer a une durée, par exemple a 10 minutes pres~?.

3.3 Solution du probléme

3.3.1 Distance

Pour rappel, la distance parcourue est, en kilometres, 245. On va donc
diviser ce nombre par la durée en heures pour avoir la vitesse en kilo-
meétres par heures. Reste donc a calculer la durée.

3.3.2 Durée

Pour calculer la durée du trajet, il suffit de soustraire ’heure de départ
de I'heure d’arrivée :

Transcript affiche: ((5 heures + 14 minutes) — (2 heures + 53 minutes)).

Il subsiste un probleme : MathOntologie ne sait pas diviser par 0: 02:21:00
parce que 2 heures 21 minutes n’est pas un nombre, et que MathOn-
tologie ne sait diviser que par des nombres. C’est pourquoi il faut encore
convertir cette durée en un nombre d’heures, avec enHeures :

3.3.3 Calcul de la vitesse

Finalement :

|dt]

d = 235.

t := (2 heures + 21 minutes) enHeures.
Transcript affiche: 'La vitesse moyenne est '.
Transcript montre: (d/t).

2. avec arrondiA: ou tronquéA: respectivement



18

CHAPITRE 3. PROBLEMES DE TRAINS



Chapitre 4

Logique

41 Booléens

4.1.1 Exemple

Si on entre

Transcript affiche: 2+2=4.

l'affichage sur le transcript dit True. Donc, dans la langue de George
Boole, «vrai» se dit "true". De méme, «faux» se dit "false".

4.1.2 Opérations booléennes

4.1.3 négation

Le contraire de la vérité est quelque chose de faux :
Transcript affiche: (2+2=4) contraire.
Transcript affiche: (2+2=4) contraire contraire.
De fagon similaire, le contraire de quelque chose de faux, est vrai :
Transcript affiche: (2+2=5) contraire.

4.1.4 Conjonction

Une conjonction n’est vraie que si tous ses constituants le sont. Ainsi,
bien que 2+2 soit égal a 4, «2+2=4 et -2 est positif» est une proposition
fausse puisque son second constituant est faux :

Transcript affiche: ((2+2=4) et: (-2>0)).

19
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4.1.5 Disjonction

Par contre, une disjonction est vraie des que 'un au moins de ses consti-
tuants l'est :

Transcript affiche: (2+2=4) ou: (—2>0).

4.1.6 Tiers exclu

Avec MathOntologie, on peut vérifier que la disjonction entre une pro-
position et son contraire, est toujours vraie :

|labc|
10 foisRépeéte: [
a = 9 auHasard.
b := 9 auHasard.
¢ := 18 auHasard.
Transcript affiche: 'Ou bien ',(a commeTexte,'+',(b commeTexte),' est égal a ',(c
commeTexte),’, .
Transcript montre: 'ou bien ',(a commeTexte),'+',(b commeTexte),' est différent de ',(
c commeTexte),": ".
Transcript montre: ((a+b=c) ou: (a+b~=c)).

I

4.2 Tests

En MathOntologie, les tests se rédigent avec siVrai, siFaux et leurs
combinaisons.

4.2.1 Tests simples

((6 auHasard)=6) siVrai: [
Transcript affiche: 'gagné’.

]

Dans la plupart des cas, il ne se passe rien, puisque le dé ne tombe pas sur
le 6.

((6 auHasard)=6) siFaux: [
Transcript affiche: 'essayez une autre fois'.

I
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Ici c’est le contraire, il ne se passe quelque chose que si on perd (c’est-a-dire
dans la plupart des cas).

4.2.2 Tests multiples

((6 auHasard)=6) siVrai: [
Transcript affiche: 'gagné'.
] siFaux: [
Transcript affiche: 'perdu’.].
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Chapitre 5

Algebre et fonctions

5.1 Opérations

5.1.1 priorités opératoires

Les opérations se notent respectivement +, —, x et /. Mais en MathOnto-
logie, '’addition n’est pas nécessairement prioritaire sur la multiplication :
Les opérations se font de gauche a droite. Ainsi,

Transcript affiche: 2 + 3 « 4.

donne 20 = (24 3) x 4 etnon 12 = 24 (3 x 4) : MathOntologie est nul en al-
gebre ! Cela est la conséquence du fait que le message qui vient en premier
est "+ 3", envoyé au nombre 2, ce qui a pour effet d’effectuer ’addition,
avant que parvienne le message suivant (x 4) au résultat. Et la multiplica-

tion est effectuée en dernier, simplement parce qu’elle arrive en dernier.
Une remédiation est proposée ci-dessous, avec 1’algorithmique.

5.1.2 puissances

En MathOntologie, 1’élévation a la puissance ne se note pas comme avec
les outils classiques (chapeau ou double astérisque) mais s’écrit en toutes
lettres :

Transcript affiche: (2 puissance: 4).

Lorsque I'exposant est petit, on peut utiliser une abréviation :
1. Sil'exposant est 3 :

Transcript affiche: 2 auCube.

23
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2. Sil’exposant est 2 :

Transcript affiche: 2 auCarré.

3. Sil’exposant est -1 :

Transcript affiche: 2 inverse.

Un exemple : La réciproque du théoreme de Pythagore :
|labc|
a:==>5.
b:=12.
c:=138.
(a auCarré + b auCarré = (c auCarré))
siVrai: [
Transcript affiche: 'Le triangle est rectangle.'.
]
siFaux: [
Transcript affiche: 'Le triangle est quelconque.'.

I

5.2 Fonctions

Pour appliquer une fonction a un nombre, on écrit le nom de la fonction
apres le nombre. Les exemples des fonctions carré, cube et inverse ont été
vus ci-dessus.

5.2.1 Racine carrée

Pour calculer la racine de 2, il suffit de le lui demander :

Transcript affiche: 2 racine.

5.2.2 Fonctions trigonométriques

Pour calculer les sinus, cosinus et tangente d’un angle en degrés, on
écrit
Transcript affiche: 30 sinus.

Transcript affiche: 30 cosinus.
Transcript affiche: 30 tangente.

D’autres fonctions sont décrites dans le chapitre sur les décimaux.
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5.2.3 Fonctions définies par 1'utilisateur

Pour MathOntologie, une fonction est un bloc noté entre crochets. Le dé-
but du bloc est la liste des variables, dont le nom est précédé d"un double-
point, et un trait vertical pour séparer cette définition du corps de la fonc-
tion, lequel est juste un programme de Smalltalk (ou de MathOntologie) :

|1
f:=[:x]|x— (xauCarré)].
Transcript affiche: (f valeur: 0.75).

Pour appliquer une fonction, on lui envoie le message valeur suivi du
nombre auquel on veut appliquer la fonction. Une fonction peut trés bien
avoir plusieurs variables :

| hypoténuse |
hypoténuse := [ :a :b | (a auCarré + b auCarré) racine].

5.2.4 Représentation graphique

MathOntologie n’est pas un grapheur, mais il est possible d"avoir I’allure
de la représentation graphique d’une fonction sur un intervalle en entrant
dessineDe: xmin jusque: xmax (xmin et xmax étant les bornes de
I'intervalle).

® O ® Workspace =
[l 2
fi:=[x]x-(xauCarré).
f dessineDe: 0 jusque: 1.

FIGURE 5.1 - la parabole de la part a Bowl
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Une représentation graphique peut étre déplacée a la souris, et elle est
translucide '. Pour s’en débarasser, il faut faire un A1t -Shift-Clic des-
sus, ce qui fait apparaitre un "halo" avec, notamment, un bouton de ferme-
ture.

5.3 Affectations successives

MathOntologie est peut-étre nul en algébre, mais il est fort en algorith-
mique. Ainsi, alors que

| x|

X:=2+3=*4.
Transcript affiche: x.

donne un résultat faux, on peut corriger avec

Ixyl

X = 2.

y =3 +*4.

Transcript affiche: x +y.

L'affectation se note donc ": =" en MathOntologie .

5.4 FEtude de cas: Sujet Brevet Polynésie septembre
2012

Sujet :

1. Alors que l'auteur de ces lignes est a la fois transcendant et lucide, mais pas trans-
lucide...

2. Une réminiscence du langage de programmation Algol, que Squeak, le Smalltalk du
MIT, représente automatiquement par une fleche : <.
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On donne le programme de calcul suivant

Choisir un nombre.

Lui ajouter 1.

Calculer le carré de cette somme.
Enlever 16 au résultat obtenu.

1. Vérifier que, lorsque le nombre de départ
est 4, on obtient comme résultat 9.

2. Lorsque le nombre de départ est (- 1), quel
résultat obtient-on?

3. Le nombre de départ étant x, exprimer le
résultat final en fonction de =x.

5.4.1 Solution par affectations

1.
| x|
X =4
X =Xx+1.
X = x auCarré.
X:=Xx—16.

Transcript affiche: x.

Ce script répond a la question mais n’explique pas pourquoi la ré-
ponse est 9. Pour en savoir plus, il suffit d'insérer des affichages dans
le transcript :

| x|

X:=4

Transcript affiche: 'A ce stade, x vaut ' ; montre: x.
X:=X+1.

Transcript affiche: 'A ce stade, x vaut ' ; montre: x.
x := x auCarré.

Transcript affiche: 'A ce stade, x vaut ' ; montre: x.
X:=X—16.

Transcript affiche: 'Finalement, x vaut ' ; montre: x.

3. MathOntologie ne connaissant pas le calcul formel?, il faut faire la
question a lamain: (z +1)2 — 16 = 2 + 2z + 1 — 16 = 2? + 2z — 15.

3. Décidément l'algebre n’est pas son fort!
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5.4.2 Avec des fonctions

Une fonction peut s'implémenter en MathOntologie par un bloc du lan-
gage Smalltalk. Les variables d’entrée sont précédées d’un double-point*
et leur liste est séparée du bloc proprement dit par un trait vertical°. La
derniere variable citée est renvoyée par le bloc, lorsqu’il recoit le message
valeur:. Dans le cas présent, comme il est hors de question de modifier
'antécédent de la fonction, on doit créer une variable provisoire notée t °
qui sera affectée au cours de 'exécution du bloc. Le bloc programme est
lui-méme une variable, citée en haut du script, et affectée en premiere ligne
de celui-ci :

‘006 -

9

806 Workspace

| programme |
programme =[x || t|
ti=x+1.
t:=tauCarre.
ti=t-16.
t.
1.
Transcript affiche: (programme valeur: 4).

FIGURE 5.2 - Les programmes de calcul sont aussi des objets MathOntologie

4. Pour expliquer a MathOntologie qu'il ne faut pas les calculer tout de suite...
5. Sur PC, appuyer sur A1tGr et sur le 6 du haut du clavier
6. comme «temporaire»
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On peut vérifier expérimentalement le développement de la question
3. En effet, 2% + 22 — 15 est une autre fonction, dont on peut vérifier qu’elle
retourne les mémes valeurs que la fonction programme :

| programme f e |
programme =[x || t|

ti=x+1.
t :=tauCarré.
ti=t-16.
t.
]
f:=[:x|xauCarré + (2 « x) — 15].

10 foisRépéte: [
e := 1000 auHasard.
Transcript affiche: (programme valeur: e = (f valeur: e)).

].

5.4.3 Comparaison des deux algorithmes

L’algorithme programme utilise deux additions (une par 1, 'autre par
-16) et une multiplication (une élévation au carré pour étre précis). Alors
que l'algorithme f utilise deux multiplications (I'une par z, I'autre par 2)
et deux additions (I"une par 2z, 'autre par -15). On s’attend donc a ce que,
malgré son apparente simplicité, ’algorithme f prenne plus de temps que
le programme de calcul initial. C’est apparemment bien le cas :
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x = 0O Transcript -

Le programme dure 3100 microsecondes
La fonction dure 1800 microsecondes

x = 0O Workspace

| programme f t |
Transcript efface.
programme =[] |y]
y := % augmenteDel.
y 1=y auCarre.
y 1=y diminueDe: 16.
¥
1
f:=[m|xauCarré + (2%x) - 15].
t :=[10000 foisRépéte: [programme valeur: (L00 auHasard)]] dureCombien.
Transcript affiche: 'Le programme dure .
L==| Transcript montre: (t*100).
Transcript montre: ' microsecondes'.
t :=[10000 foisRépéte: [f valeur: (100 auHasard]]] dureCombien.
Transcript affiche: 'La fonction dure '.
Transcript montre: (t¥100).
ITranscript montre: ' microsecondes'.

FIGURE 5.3 — Pour demander a un bloc combien de millisecondes il lui faut
pour s’exécuter, on lui demande dureCombien. Pour mesurer ce temps, on
peut exécuter le bloc 10000 fois et diviser le résultat par 10000.



Chapitre 6

Suites et algorithmique

6.1 Boucles a nombre prédéterminé d’exécutions

Pour boucler, on utilise en général une variable spéciale appelée «in-
dice», et qui est destinée a étre incrémentée ou décrémentée. Bref, une va-
riable qui sert a compter, et ¢’est compliqué. Mais pas toujours :

6.1.1 Boucles simples

Pour tourner la langue 7 fois dans la bouche, on peut faire

Transcript affiche: 'Je tourne la langue dans la bouche'.
Transcript affiche: 'Je tourne la langue dans la bouche'.
Transcript affiche: 'Je tourne la langue dans la bouche'.
Transcript affiche: 'Je tourne la langue dans la bouche'.
Transcript affiche: 'Je tourne la langue dans la bouche'.
Transcript affiche: 'Je tourne la langue dans la bouche'.
Transcript affiche: 'Je tourne la langue dans la bouche'.

Mais aussi :
7 foisRépéte: [Transcript affiche: 'Je tourne la langue dans la bouche'].
ce qui est plus simple a programmer '. Cette répétition sans avoir a comp-

ter soi-méme est particulierement utile en probabilités ; par exemple, pour
lancer 8 fois un dé, on répete 8 fois 1’action de lancer le dé :

8 foisRépete: [Transcript affiche: 6 auHasard].

1. Ce genre de boucle a été introduite par Seymour Papert dans le langage LOGO au
début des années 1960.
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6.1.2 Boucles a indice

Calculer la somme des 100 premiers nombres
entiers non nuls:
1+2+3+...+499+100

Pour additionner toutes les valeurs de l'indice, on utilise une variable
somme, initialisée a zéro, et qui va accumuler toutes les valeurs successives
de I'indice. Ces valeurs vont de 1 a 100 par pas de 1 :

| somme |

somme := 0.

1 jusque: 100 faire: [ :indice |
somme := somme + indice.
I

Transcript affiche: '1+2+3+...+100="; montre: somme.

Mais il y a d’autres fagons de résoudre ce probleme.

Transcript affiche: ([1 jusque: 100] injecte: 0 dans [ :i :s | S+i.]).

On injecte des doses successives de l'indice i dans la somme s. A la fin,

on a la somme de tous les éléments de la liste [1 jusque: 100]. Plus
simple (mais pas généralisable) :

Transcript affiche: ((1 jusque: 100) somme).

On peut aussi utiliser les boucles sans référence a I'indice, juste en explici-
tant I'incrémentation de l'indice :

NaYala)

[ 8006 Workspace
I
i

| indice |

indice := 0.

8 foisRépéte: [
Transcript affiche: indice enChiffresRomains.
indice := indice suivant.

]

Vi
Wil

FIGURE 6.1 — On peut utiliser des boucles sans indice avec un indice

Les boucles a indice vont de 1 en 1 (incrémentation de 1'indice). Si ce
n’est pas ce qu’on veut, on peut préciser un pas autre que 1. Par exemple,
pour transformer le transcript en une table de logarithmes, on peut faire
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(1 jusque: 2 parPasDe: 0.1) fais: [ :x |
Transcript affiche: (x commeFractionApprochée commeDécimal).
Transcript tab.
Transcript montre: '|".
Transcript montre: x log.

1

La suite de nombres ainsi calculés est une suite arithmétique. Son premier
terme est le nombre de départ (ci-dessus, 1) et le pas de la suite s’appelle
aussi sa raison.

6.1.3 Boucles sur ensembles

MathOntologie permet aussi de boucler sur des ensembles, par exemple
des puissances de 10 :

#(10 100 1000 1000000) fais: [ :p |
Transcript affiche: (p avecDesMots).

1

6.1.4 Représentation graphique d’une suite positive

Lorsque pour tout n, u,, est positif, on peut représenter graphiquement
la suite avec suite diagrammeBatonsTrié?. Pour cela, la suite doit
étre créée comme un Dictionnaire, par Dictionary new:

2. Lenom de la méthode indique pourquoi elle a été créée uniquement pour des suites
positives...
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e 06 Workspace =
| somme suite | 2
suite = Dictionary new.

somme = 0.

(1 jusque: 8) fais: [ dindice |
somme = somme + indice.
suite en: indice place: somme.
1 L

suite diagrammeBatonsTrié.

FIGURE 6.2 — On constate une nette tendance a I'augmentation lorsqu’on
additionne des nombres positifs...

6.2 Boucles a condition de sortie

On place 800 € a 2 % d’intéréts par an. Au
bout de combien d’années le capital aura-t-il
doublé?

Pour résoudre ce genre de probléme, on doit boucler (c’est-a-dire incré-
menter 1'indice) jusqu’a ce que le capital ait doublé, ou, ce qui revient au
méme, tant que le capital n’a pas encore doublé. La condition de bouclage
sera donc le fait que le capital est encore inférieur a 1600 €. Mais comme
le capital ne cesse d’évoluer, il faut refaire le test a chaque passage dans la
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boucle. Le test ne sera donc pas une proposition mais un bloc de Smalltalk,
noté entre crochets :

| capital indice |

capital := 800.

indice := 0.

[ capital < 1600 ] tantQueVrai: [
capital := capital augmentéDePourcents: 2.
indice := indice suivant.
]

Transcript affiche: 'll aura fallu '.

Transcript montre: indice.

Transcript montre: ' ans pour doubler le capital.’.

On peut remplacer [capital<1600] tantQueVraipar [capital>1600]
tantQueFaux. Etles boucles a condition de sortie permettent aussi de cal-
culer la somme 1+2+3+...+100 :

| somme indice |

somme := 0.

indice := 0.

[ indice <= 100] tantQueVrai: [
somme = somme + indice.
indice := indice suivant.

I

Transcript affiche: '1+2+3+...+100="; montre: somme

Ceci permet de trouver la prochaine année premiére :

|an|
an :=2013.
[ an estPremier ] tantQueFaux: [
an := an suivant.]
Transcript affiche: an ; montre: ' sera une année premiere.".
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Chapitre 7

Arithmétique

7.1 Affichage

7.1.1 En chiffres

Pour afficher un nombre entier dans le transcript, on peut faire

Transcript affiche: 2013.

Mais on peut aussi afficher le nombre 2013 en base 2 (par exemple) :

Transcript affiche: (2013 afficheEnBase: 2).

7.1.2 En lettres
En Francais

Pour afficher 2013 en lettres dans le transcript, on peut faire

Transcript affiche: 2013 avecDesMots.

Ceci affiche deux mille treize dans le transcript.

En latin

MathOntologie peut aussi afficher en chiffres romains :

Transcript affiche: 2013 enChiffresRomains.

Ceci affiche MMXIII dans le transcript :
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x - 0O Transcript

deux mille treize
Al
false

*x - 0O Workspace

Transcript affiche: 2013 avecDesMots.
Transcript affiche: 2013 enChiffresRomains.
Transcript affiche: 2013 estPremier.

FIGURE 7.1 - affichages de 2013 dans le transcript

7.2 Opérations

7.2.1 Opérations élémentaires

Les opérations arithmétiques de base se notent +, —, * et / respective-
ment. Mais la division est exacte, et son résultat est parfois donné sous
forme de fraction. Il y a aussi une division euclidienne, notée // pour
le quotient et \\ pour le reste. Pour le reste euclidien, on utilise plutot
modulo:. Par exemple, pour calculer le reste de 2013 dans la division eu-
clidienne par 23, on peut faire

Transcript affiche: (2013 modulo: 23).

7.2.2 Diviseurs

Lorsque n modulo: p estnul, on dit que n est divisible par p. Le test
se note estDivisiblePar en MathOntologie :
Transcript affiche: (2013 estDivisiblePar: 3).

affiche t rue parce que 2+0+1+3=6.

La liste des diviseurs d'un entier s’obtient par diviseurs:
Transcript affiche: 2013 diviseurs.

Comme c’est une liste!, on peut faire des statistiques sur cette liste,
comme le montre 'un des exemples du premier chapitre. On peut égale-

ment obtenir la liste des diviseurs communs a deux nombres en envoyant
le message inter a leurs listes de diviseurs :

1. en fait c’est un sac mais on peut quand méme faire des statistiques dessus; voir le
chapitre sur les statistiques.
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[1112 ]

I1 := 64 diviseurs.

12 := 48 diviseurs.

Transcript affiche: (I1 inter: 12).

Le plus grand des éléments de cette liste commune est le pgcd :
Transcript affiche: (64 pgcd: 48).

De méme, le plus petit des multiples communs a deux entiers s’obtient
avec ppcm:
Transcript affiche: (64 ppcm: 48).

Lorsque leur pged est égal a 1, deux nombres sont dits premiers entre
eux :
Transcript affiche: (2013 estPremierAvec: 23).

Si on note g le pged de deux nombres a et b, I'équation au + bv = g
admet une solution (u;v) :
Transcript affiche: (2013 BezoutAvec: 23).

Le diagnostic est assez complet : L'équation est affichée, ainsi que la
solution trouvée par MathOntologie.

(2;-175) est solution de 2013 u 4+ 23 v=1

006 Workspace
Transcript affiche: (2013 BezoutAvec: 23).

FIGURE 7.2 — Résolution de 1’équation de Bezout
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7.3 Nombres premiers

7.3.1 primalité d'un entier

Pour savoir si un entier est premier, il suffit de le lui demander :
Transcript affiche: 2013 estPremier.
Seulement la réponse est rédhibitoirement longue pour les grands en-

tiers, alors dans ce cas on leur demande seulement si la probabilité qu’ils
soient premiers est grande :

Transcript affiche: ((2 puissance: 127 — 1) estProbablementPremier).

7.3.2 Décomposition

La liste des facteurs premiers d’'un nombre ns’obtientavec facteursPremiers:

Transcript affiche: 2013 facteursPremiers.

On peut donc calculer les quartiles, médiane, moyenne et écart-type de
ces facteurs...

7.3.3 Corps finis

Si p est premier, I'ensemble des restes modulo p est muni d’une divi-
sion comme les réels : Tout nombre non nul modulo p posseéde un inverse
modulo p. Par exemple, 127 étant premier, les opérations entre 36 et 67
modulo 127 se font ainsi :

1. Addition :
Transcript affiche: ((36 + 67) modulo: 127).

2. Soustraction :
Transcript affiche: ((36 — 67) modulo: 127).

3. Multiplication :
Transcript affiche: ((36 = 67) modulo: 127).

4. Division :
Transcript affiche: (36 = (67 inverseModulo: 127 ) modulo: 127).
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5. Puissance :
Transcript affiche: (36 puissance: 67 modulo: 127).

7.4 Une étude de cas : L'indicatrice d’Euler

0eo0e Workspace

| phi |

phi :== Dictionary new.

(10 jusque: 20) fais: [:n |
phi en: n place: (i1 jusque: n) compte: [ :d | d estPremierAvec: n).
IR

phi diagrammeBatonsTrié.

> ()

£

F'[—
5'[_
g'[_

LT

8'[—

BT

DE_

o=
TT
(|
ET

FIGURE 7.3 — De l’air avec Euler, 1’air de rien...

7.4.1 Définition

Voici comment on peut retrouver expérimentalement I'indicatrice d 'Eu-
ler, qui est le nombre de nombres premiers avec un nombre donné. Par
exemple, l'indicatrice d’Euler de 40 est le nombre de nombres entre 1 et
40 qui sont premiers avec 40. Pour voir quels sont ces nombres on peut
demander a MathOntologie d’extraire parmi tous les nombres entre 1 et 40,
ceux qui sont premiers avec 40 :
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Transcript affiche: ((1 jusque: 40) choisis: [ :d | d estPremierAvec: 40]).

Pour savoir combien ils sont, il suffit, au lieu de les choisir, de les compter :

Transcript affiche: ((1 jusque: 40) compte: [ :d | d estPremierAvec: 40]).

On apprend ainsi que parmi les nombres de 1 a 40, il y en a 16 qui sont
premiers avec 40.

7.4.2 Calcul

Euler prétend que son indicatrice est le produit de 40 par le produit de
tous les (1 — %) pour tous les diviseurs premiers de n. La vérification de
l'égalité est assez rapide avec MathOntologie.

1. Facteurs premiers

Transcript affiche: 40 facteursPremiers.

On constate que la liste obtenue ne fait pas ’affaire, le diviseur 2
apparaissant trois fois, donc deux fois de trop.

2. Diviseurs premiers

Transcript affiche: 40 facteursPremiers commeEnsemble.

Cette fois-ci, on a {2, 5} donc les deux diviseurs premiers de 40 sont
bien affichés une fois chacun. On a maintenant un algorithme pour
calculer l'indicatrice d"Euler :

— initialiser le produit ¢ a 40;

— pour chaque diviseur premier p de 40, multiplier ¢ par (1 - %) ;
— La valeur finale de ¢ est I'indicatrice d’Euler de 40.

La traduction de cet algorithme en MathOntologie donne :

| phi |

phi := 40.

40 facteursPremiers commeEnsemble fais: [ :p | phi := phi = (1 — (1/p))].
Transcript affiche: phi.

7.4.3 FEtude expérimentale

On peut recommencer tout ¢a dans une boucle :
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| phi |
10 jusque: 30 faire: [ :n |
Transcript affiche: n.
Transcript montre: ' : .
Transcript montre: ((1 jusque: n) compte: [ :d |
d estPremierAvec: n)).
Transcript montre: ' =".
phi := n.
n facteursPremiers commeEnsemble fais: [ :p |
phi := phix(1—(1/p))
]
Transcript montre: phi.

.

7.5 Probabilités

7.5.1 Factorielle

Pour calculer une factorielle, on le demande a un entier :
Transcript affiche: 20 factorielle.
Exemple : Comme 8! =2 x3x4x5x6x7x8,8 +1n’est divisible ni

par 2, ni par 3, ni par 4, ni par 5, ni par 6, ni par 7, ni par 8. Ce nombre
ne peut donc avoir que de grands diviseurs premiers. Vérification :

2 jusque: 10 faire: [ :n |
Transcript affiche: (n factorielle + 1) facteursPremiers.

]

Cette constatation a mené Euclide a démontrer qu’il y a une infinité
de nombres premiers.

7.5.2 Combinaisons

Pour savoir combien il y a de maniéres de choisir 5 cartes parmi 32,
on entre

Transcript affiche: 5 parmi: 32.

On en déduit une fagon de résoudre ce probleme :
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Quelle est la probabilité d’avoir un carré
d’as en puisant 5 cartes au hasard parmi 327

Le nombre de mains gagnantes est le nombre de manieres de choisir
la cinquieéme carte (celle qui n’est pas un as) de la main; pour avoir
la probabilité voulue, on divise ce nombre par le nombre total de
combinaisons calculé ci-dessus :

Transcript affiche: (((1 parmi: 28)/(5 parmi: 32)) commeProba).

Les coefficients binomiaux se représentent graphiquement comme
une courbe en cloche :

e 06 Workspace

| ligne |

ligne = Dictionary new.

(0 jusque: B) fais: [ Kk |
ligne en: k place: (k parmi: 8).
1.

ligne diagrammeBatonsTrié.

> )

.‘

FIGURE 7.4 — La ligne 8 du triangle de Pascal

7.5.3 Alea

Pour choisir un nombre entre 1 et n au hasard, il suffit de le deman-
der:

Transcript affiche: 12 auHasard.



Chapitre 8

Fractions

8.1 Affichages

Pour entrer une fraction, on la met entre parentheses. Par exemple,
pour deux tiers, on écrit (2/3).

8.1.1 En toutes lettres

La méthode avecDesMot s permet d’afficher le nom de la fraction, en
toutes lettres. Par exemple, en choisissant de fagon répétitive un numéra-
teur et un dénominateur au hasard, on peut créer un exercice de gram-
maire :

‘o6 Tra

(19/32) se lit dix-neuf trente-deuxiémes eee Workspace
(33/71) se lit trente-trois soixante-et-onziémes Ind]

(37/82) se lit trente-sept quatre-vingt-deuxiémes | 10 foisRépéte: [

(17/43) se lit dix-sept quarante-troisiemes n:=50 auHasard.

(15/28) se lit quinze vingt-huitiemes d := 100 auHasard.

(9/17) se lit neuf dix-septiemes Transcript affiche: (n/d).

(29/2) se lit vingt-neuf demis Transcript montre: ' se lit".

(3/4) se lit trois quarts Transcript montre: ((n/d) avecDesMots).

(2/3) se lit deux tiers 1.
(43/42) se lit quarante-trois quarante-deuxiémes

FIGURE 8.1 — MathOntologie permet de conceptualiser les fractions en leur
associant des mots
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8.1.2 En probabilités

On peut afficher une fraction inférieure a 1 comme le font les journa-
listes et les bookmakers. Par exemple, lorsqu’on lance un dé équilibré, la
probabilité de gagner en obtenant un 6 est ; qui s’écrit «une chance sur 6»
avec

Transcript affiche: (1/6) commeProba.

Comment parier équitablement sur 1’obtention
d’un 6 en lancant un dé équilibré?

Pour répondre a cette question, il suffit d’entrer

Transcript affiche: (1/6) commePari.

On apprend alors qu’il faut parier a 5 contre 1 (par exemple, pour chaque
euro parié par le joueur sur le 6, la banque doit verser 5 € si le 6 sort) .

8.1.3 A I'ancienne

Pour préciser ’ordre de grandeur d"une fraction, on I’écrivait autrefois
comme somme d'un entier et d'une fraction inférieure a 1. Par exemple,
au lieu de £, on écrivait «1 3/5» parce que £ = 1 + 2. Pour retrouver cet
affichage, on écrit

Transcript affiche: ((8/5) aLancienne).

Pour écrire une fraction comme somme de fractions «égyptiennes»?, on
peut écrire

Transcript affiche: ((355/113) aLégyptienne).

8.2 Opérations

8.2.1 fraction

Pour obtenir le numérateur d’une fraction, on lui envoie le message
numérateur. De méme, le message dénominateur permet d’obtenir le
dénominateur d’'une fraction :

1. En effet, en appelant p la somme pariée, I'espérance de gainest 5p x ¢ —p x 2 =0
comme il se doit pour un jeu équitable

2. de numérateur égal a 1, ce sont donc des inverses d’entiers, garantis d’origine
©

cairote™ authentique.
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Transcript affiche: (10/6) numérateur.
Transcript affiche: (10/6) dénominateur.

On constate que le numérateur de % n’est pas 10 et que son dénominateur
n’est pas 6.

Le dictateur gentil président d’un état du Sud
a recu 60 000 € d’aide alimentaire. Il consacre
les deux tiers de cette aide a la construction
d’une piscine dans son palais, et le cingquiéme
a 1l’achat d’un véhicule tout terrain «4x4».

Combien a-t-il dépensé en tout?

Pour avoir le détail de la facture, on peut chercher a savoir combien font 2
de 60000 et combien font 1 de 60000 :

Transcript affiche: ((2/3) de: 60000).

/
Transcript affiche: ((1/5) de: 60000).

Transcript affiche: 40000+12000.

Apres avoir dépensé 52 000 € de I'aide alimentaire, le dietatetir gentil pré-
sident ne laisse que 8 000 € a son peuple...

8.2.2 Opérations sur les fractions
On peut aussi résoudre le probleme ci-dessus par une addition des
deux fractions et ; :
Transcript affiche: ((2/3)+(1/5)).
Transcript affiche: ((13/15) de: 60000).

Cet exemple tend a rendre les fractions plus concretes... De méme, on peut
soustraire, multiplier et diviser des fractions avec les opérations —, x et / :

Transcript affiche: ((2/3)+(1/5)).

((2/3)
Transcript affiche: ((2/3)—(1/5)).
Transcript affiche: ((2/3)+(1/5)).
Transcript affiche: ((2/3) de: (1/5)).
Transcript affiche: ((2/3) / (1/5)).
((2/3)

Transcript affiche: ((2/3) inverse).

On peut les élever a une puissance entiére avec puissance:
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Transcript affiche: ((2/3) puissance: 5).

Transcript affiche: ((2 puissance: 5)/(3 puissance: 5)).
Transcript affiche: ((2/3) auCarré).

Transcript affiche: ((2/3) auCube).

La multiplication se notant également de, on peut donc aussi aborder les
fractions de fractions. Par exemple, pour avoir les deux cinquiémes des
trois quarts de 60 000, on peut écrire

Transcript affiche: ((2/5) de: ((3/4) de: 60000)).

3

[o5- lanotation pourcent sDe

A propos, le nombre 3 % désignant en fait la fraction
est réservée aux fractions de dénominateur 100 :

Transcript affiche: ((3/100) de: 60000).
Transcript affiche: (3 pourcentsDe: 60000).

8.3 Conversion

8.3.1 Fractions entiéres

Alors que le quotient de 2 par 6 n’est pas un nombre décimal, et que
I’écriture % est la meilleure fagon d’écrire sa valeur exacte, il n’en est pas
de méme pour son inverse, le quotient de 6 par 2, qui lui est entier®. Ma-
thOntologie fait la conversion automatiquement, comme on 1’a vu avec les
exemples ci-dessus, le résultat étant affiché comme un entier et non comme
une fraction *.

8.3.2 Ecriture décimale

I subsiste encore un probléme : Alors que le quotient de 2 par 7 par
exemple, ne peut étre donné que par une écriture fractionnaire parce qu’il
n’est pas décimal, le quotient de 6 par 5, lui, est égal a 1,2. On ne peut s’em-
pécher de trouver que c’est un peu compliqué d’écrire ¢ pour ce quotient,
alors qu'’il est plus facile d’écrire 1,2. Pour MathOntologie qui est un cham-
pion des fractions, on peut convertir en décimal avec commeDécimal.
Transcript affiche: (100/40).

Transcript affiche: (100/40) commeDécimal.
Transcript affiche: (2/7) commeDécimal.

3. Plutdt qu’acheter 6 demi-baguettes, on préfere en général acheter 3 baguettes...
4. Python lui, répond Fraction (52000, 1)...
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Nombres réels

9.0.3 Approximations

Le gros probleme avec MathOntologie, c’est que les calculs sont faits a
l'intérieur en binaire, et que 1’écriture binaire de 0,1 ne finit jamais :

Transcript affiche: (0.1 afficheEnBase: 2).

Le résultat 0.00011001100110011001100110011001100110011001100110011
montre que l’écriture binaire est périodique et tronquée a 53 chiffres binaires (ou «bits»).
Du coup, tout calcul avec des multiples ou sous-multiples de 0,1 est approché, et lors de
l'affichage, des chiffres parasites apparaissent a la fin :

x — 0O Transcript

0.2
0.30000000000000004
0.4
0.5 x — 0O Workspace
0.6000000000000001
0.7000000000000001

Transcript efface.

0-8 (0 jusque: 1 parPasDe: 0.1) fais: [ x|
0.9 . - . A
1.0 Transcript affiche: (x commeDécimal)]

FIGURE 9.1 — Des nombres décimaux surprenants
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Donc, pour comparer deux décimaux, il vaut mieux utiliser estProcheDe
que l’égalité. Et pour afficher correctement un décimal, on peut imposer le
nombre de décimales affichées :

x — 0O

0.00s2
0.10s2
0.20s2
0.30s2
0.40s2
0.50s2
0.60s2
0.70s2
0.80s2
0.90s2
1.00s2

Transcript

x — 0O Workspace

Transcript efface.

(0 jusque: 1 parPasDe: 0.1) fais: [ m¢|
Transcript affiche: (x commeDécimalGradué: 2)]

FIGURE 9.2 — Affichage a deux chiffres; le «s» signifiant «significatifs»

L’affichage n’étant pas nécessairement satisfaisant, et ne s’appliquant
pas au résultat calculé, MathOntologie peut approcher ou tronquer avec
toutes sortes de méthodes, appelées arrondi, arrondiA: (qui arron-
dit a n chiffres apres la virgule), arrondiDéfautA:, arrondiExcesA:,
arrondiEntierettrongué,tronquéA:,troncatureEntiere, partieEntiere
etpartieFractionnaire.

Transcript affiche: (Float pi arrondiA: 0.01).

I est bien connu que ¢ = 1,2 mais MathOntologie ne le sait pas :

x

-0 Transcript

(5404319552844595/4503599627370496)

x — 0O Workspace

Transcript efface.

Transcript affiche: (1.2 commeFraction).

FIGURE 9.3 — Pourtant, quand on divise 6 par 5, on trouve 1,2
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Pour se sortir de ce probléeme d’approximation de fractions, on se contente
d’une fraction approchée :

x — 0 Transcript
(6/5)
x - 0O Workspace

Transcript efface.

Transcript affiche: (1.2 commeFractionApprochée).

FIGURE 9.4 — Oui, la ¢a va mieux

9.0.4 Pour avoir des nombres vraiment décimaux

Le simple fait d’arrondir a peu de chiffres ne résout pas toujours le
probleme précédent :

x - 0O Transcript

0.2 x — 0O Workspace
0.3 Transcript efface.

0.5 (0 jusque: 1 parPasDe: 0.1) fais: [ x|
0.6 Transcript affiche: (x arrondiA: 0.01)]

FIGURE 9.5 - 0,7 est un nombre magique ... ou ensorcelé!
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La meilleure solution est finalement le passage par des fractions appro-
chées puis le retour aux nombres décimaux :

x = 0O Transcript T

01 | x = 0O Workspace -
0.3 || Transcript efface.

(0 jusque: 1 parPasDe: 0.1) fais: [ x|
0.6 Transcript affiche: ((x commeFractionApprochée) commeDécimall]

FIGURE 9.6 — Comment additionner 0,1 sans heurts ni erreurs ni horreurs

9.1 Proportionnalité

9.1.1 Regle de trois

Sachant que 3 litres de peinture coltent 8 €,
combien coltent 4,5 litres de peinture?

On entre

Transcript affiche: (8 devientCombienSachantQue: 3 devient: 4.5).

Les méthodes pourcentsDe: et augmentéDePourcents: répondent
aussi a des problemes de proportionnalité.

9.1.2 Angles

Pour savoir combien de degrés il y a dans § radians, on entre

Transcript affiche: ((Float pi / 6) degrés).

our savoir combien il y a de radians dans , on fait au contraire
P b lyaderad d 45° fait t

Transcript affiche: (45 radians).

Pour avoir la mesure principale de 10 radians, on fait

Transcript affiche: (10 reste: (Float pi = 2)).
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9.2 Fonctions

Outre les fonctions trigonométriques sin, cos et tan en radians, Ma-
thOntologie possede aussi des fonctions en degrés comme sinus, cosinus
et tangente. MathOntologie possede aussi des fonctions 1og, exp (loga-
rithme népérien et exponentielle), puissance:, auCarré et auCube déja
vues. Mais aussi abs pour la valeur absolue, signe pour le signe (1 ou -1),
opposé pour 'opposé :

Transcript affiche: ((—3) opposé).

Pour trouver un nombre dont le carré est 6,25 on peut faire

Transcript affiche: (6.25 racine).

Pour trouver un nombre dont le cube est 125 on peut faire

Transcript affiche: (125 racineCubique).

Pour trouver un nombre dont la puissance cinquieme est 32, on peut faire
Transcript affiche: (32 racineNiéme: 5).

On peut représenter graphiquement une fonction définie par un bloc,
avecbloc dessineDe: a jusque: b, ol a etbsontlesbornes del’in-
tervalle sur lequel la fonction est dessinée. Le graphique obtenu est a consi-
dérer comme une esquisse (sans axe dessiné, sans gestion des erreurs) que

'on peut déplacer avec la souris, et fermer en effectuantunA1t-Shift-Clic
dessus, puis en cliquant sur le bouton de fermeture (en haut a gauche).

9.2.1 incrémentation et décrémentation

Pour ajouter 1 a un nombre, on peut lui envoyer le message suivant :

Transcript affiche: (7 suivant).

De méme pour soustraire 1 a un nombre on peut lui envoyer le message
précédent.

9.2.2 Analyse numérique

Quels sont le minimum et le maximum de la

. 3 .
fonction z — T — %5 sur 1’intervalle [-5;5]7
Quelle est sa dérivée? Quelle est son intégrale

de 0 jusqu’a 57
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Pour étudier une fonction, il faut la définir par un bloc (entre crochets);
dans I’exemple présent, on le rédige ainsi :

|1
f:=[:x|x— (xauCube/25)].

1. Recherche d’un zéro
Pour savoir ot la fonction f s’annule sur [a;b], on peut tenter un

Transcript affiche: (f valeurAnnulantDe: a jusque: b).

2. Extrema sur un intervalle
Pour obtenir le maximum de la fonction sur 'intervalle [a ;b], on uti-
lise maximumDe: a jusque: b:
|1
f:=[:x]|x— (xauCube / 25)].
Transcript affiche: ((f maximumEntre: =5 et: 5) arrondiA: 0.001).

Et pour savoir ot la fonction atteint son maximum :

|1

fi=[:x]|x— (xauCube / 25)].

Transcript affiche: ((f valeurMaximisantEntre: —5 et: 5) arrondiA: 0.001).

De méme, le minumum s’obtientavecminimumDe: a jusque: b:
|1

f:=[:x]|x— (xauCube / 25)].

Transcript affiche: ((f minimumEntre: -5 et: 5) arrondiA: 0.001).

Pour savoir ot le minimum est atteint on peut entrer

|1

f:=[:x|x— (xauCube / 25)].

Transcript affiche: ((f valeurMinimisantEntre: —5 et: 5) arrondiA: 0.001).

3. Pour obtenir le nombre dérivé en a, on utilise dérivéeEn: a:
|1
f:=[:x|x— (xauCube / 25)].
Transcript affiche: (f dérivéeEn: (5/ (3 racine))).

On peut également, par une définition de fonction en bloc, obtenir la
fonction dérivée de £ :
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® OO Workspace =
| f fPrime | i
fr=[:m|x-(xauCube f25]l.
fPrime :=[ x| (f dérivéeEn: x]].
f dessineDe: -5 jusque: 5.
fPrime dessineDe: -5 jusque: 5.

v

FIGURE 9.7 — La dérivée est représentée en bleu, par-dessus la fonction qui
elle, est représentée en rouge

4. Pour obtenir l'intégrale entre a et b, on utilise intégraleDe: a
jusque: b:
|1
f:=[:x|x — (x auCube / 25)].
Transcript affiche: ((f intégraleDe: 0 jusque: 5) arrondiA: 0.001).

9.3 tests sur les nombres

MathOntologie peut répondre a beaucoup de questions sur les nombres
(la réponse est t rue ou false):

1. estUnNombre répond toujours vrai, et nEstPasUnNombre répond
toujours faux.

2. positif, strictementPositif, négatif et estNul répondent
a des questions sur le signe d'un nombre. De plus, < se note <= et
# se note ~=.
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3. estInfini évoque le fait que sous MathOntologie, I'infini est consi-
déré comme un nombre :

Transcript affiche: (0 In estInfini).



Chapitre 10

Géométrie repérée

Dans un repére orthonormé, on considere les
points A(-1;3), B(5;1) et C(1;5).
1. Quelle est la nature du triangle ABC?

2. En déduire les coordonnées du centre M de
son cercle circonscrit.

3. Calculer 1l’aire de ABC.

4. Donner 1’'équation réduite de la droite
(AB) .

10.1 Points

10.1.1 Définitions

Pour entrer un point en MathOntologie, on écrit son abscisse suivie du
caractere arobase, suivi de son ordonnée. Une affectation permet de sto-
cker ces coordonnées dans des variables qui sont des points :

|ABC |

A:=-1@3.
B:=5@1.
C =1@5.

Remarque : Sil’ordonnée est négative il faut la mettre entre parentheses, a
cause d'une ambigiiité entre les deux opérateurs arobase et moins.

Pour avoir l'abscisse d"un point, on fait suivre son nom de la lettre "x";

n "

et de méme, I'ordonnée d"un point s’obtient avec "y" :

57



58 CHAPITRE 10. GEOMETRIE REPEREE

|ABC|
A:=-1@3.

Transcript affiche: (A x).
Transcript affiche: (A y).

10.1.2 Milieu

Pour avoir le milieu du segment [AB], onentre A milieu: B:

|ABCM |
A:=-1@3.

B :=5@1.

C =1@5.

M := A milieu: B.

Transcript affiche: M.

10.1.3 Symétrique

Pour avoir le symétrique de A par rapport a B, on entre

|AB|
A =-1@3.
B :=5@1.

Transcript affiche: (A symétriqueParRapporta: B).

Pour avoir le symétrique de A par rapport a la droite (BC), on entre

|ABC|

A:=-1@3.
B :=5@1.
C =1@5.

Transcript affiche: (A symétriqueParRapportalLaDroitePassantPar: B et: C).

10.1.4 Distances

Pour avoir la distance AB, onentre A dist: B:
|ABC|

A =-1@3.
B :=5@1.



10.1. POINTS 59

C :=1@5.

Transcript affiche: (A dist: B).
Transcript affiche: (A dist: C).
Transcript affiche: (B dist: C).

Ces distances ne permettent pas de répondre a la premiere question
de l’exercice ouvrant ce chapitre (sauf a dire que le triangle n’est visible-
ment pas isocele). Alors autant utiliser Pythagore, en calculant le carré des
distances :

|ABC|

A=-1@3.
B :=5@1.
C =1@5.

Transcript affiche: (A distanceAuCarréJusque: B).
Transcript affiche: (A distanceAuCarréJusque: C).
Transcript affiche: (B distanceAuCarréJusque: C).

Comme 8+32=40, on sait maintenant que le triangle est rectangle et que
son hypoténuse est [AB]. On en déduit donc que le centre de son cercle
circonscrit est le milieu de [AB], soit le point M trouvé précédemment.

10.1.5 Situation

Pour vérifier que M est dans le cercle circonscrit a ABC, on peut utiliser
un test :

|ABCM |

A =-1@3.

B =5@1.

C = 1@5.

M := A milieu: B.

Transcript affiche: (M estDansLeCerclePassantPar: A et: B et: C).

De méme, on peut vérifier que M est a I'intérieur du triangle ABC, on
peut faire ce test :

|ABCM |
A:=-1@3.

B :=5@1.

C =1@5.

M := A milieu: B.

Transcript affiche: (M estDansLeTriangleDeSommets: A et: B et: C).

Enfin, on peut vérifier que M est sur la droite (AB) avec
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|ABCM |
A:=-1@3.

B =5@1.

C =1@5.

M := A milieu: B.

Transcript affiche: (M estAlignéAvec: A et: B).

10.2 Triangles

Outre les tests sur l'intérieur du triangle et son cercle circonscrit vus
précédemment, MathOntologie peut calculer 'aire d'un triangle :

|ABC |

A=-1@3.
B :=5@1.
C =1@5.

Transcript affiche: (A aireDuTriangleAvec: B et: C).

Remarque : Le calcul exact peut étre mené avec les carrés des distances,
puisqu’on sait que ABC est rectangle, et que les c6tés de son angle droit
valent /32 et v/8. Alors son aire vaut

\/3_2><\/§_\/32><8_\/256_16_8
2 2 2 2

On peut alors calculer la hauteur issue de C dans le triangle ABC :
Puisque le produit de cette hauteur par la base AB correspondante est 16,
et que AB = V/40, 1a hauteur vaut

16 16 8
VA0 210 V10

On peut vérifier cela en écrivant que la hauteur est la distance de C a
H (pied de la hauteur issue de C), et en calculant H comme point de (AB)
le plus proche de C :

|ABCH |

A:=-1@3.

B :=5@1.

C:=1@5.

H := C pointLePlusProcheSurLaDroitePassantPar: A et: B.
Transcript affiche: (C dist: H).

Transcript affiche: (8 / (10 racine)).
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10.3 Vecteurs

Les vecteurs se traitent exactement comme des points : abscisse suivie
du caractere arobase puis ordonnée ; I’abscisse de v s’obtient avec v x et
son ordonnée par v vy.

1. Calculs
Pour calculer et afficher les coordonnées du vecteur ﬁ, on fait

|AB|
A =-1@3.
B :=5@1.

Transcript affiche: (A vecteur: B).

Pour additionner ou soustraire deux vecteurs :

luv|
u:=4@1.
vV =2@(-3).

Transcript affiche: (u+v).
Transcript affiche: (u-v).

Pour multiplier un vecteur par un réel :

luv|
u:=4@1.
Vv = 2.5+u.

Transcript affiche: v.

Pour appliquer une translation a un point A, on fait

A:=-1@3.
u:=4@1.

Transcript affiche: (A translateSelon: u).

2. Coordonnées polaires

Pour avoir le rayon vecteur d"un point (ou la norme d"un vecteur) on
utilise la lettre r ; pour avoir son angle, on utilise le mot theta oule
mot angle:
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lul
u:=4@1.

Transcript affiche: (u r).
Transcript affiche: (u theta).

Pour obtenir I'image C de B dans une rotation de 30° autour de A, on
peut faire

|ABC|
A =-1@3.
B :=5@1.

C := B tourneDe: (30 radians) autourDe: A.
Transcript affiche: C.

. Colinéarité

Deux vecteurs sont colinéaires lorsque leur déterminant est nul ; celui-
ci se calcule avec

luv|
u:=4@1.
V= 2@(-3).

Transcript affiche: (u déterminant: v).

Pour savoir si deux vecteurs sont colinéaires, il suffit de le deman-
der :

luv]
u:=4@1.
V= 2@(-3).

Transcript affiche: (u estColinéaireAvec: v).

. Produit scalaire

Pour calculer le produit scalaire de deux vecteurs, on fait :

luv|
u:=4@1.
V= 2@(-3).

Transcript affiche: (u scalaire: v).
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10.4 Droites

1. Vecteur directeur
Pour avoir un vecteur directeur de la droite (AB), on calcule juste le
vecteur AB (voir plus haut).

2. Vecteur normal

Un vecteur normal unitaire de la droite (AB) s’obtient en envoyant
le message normal a un de ses vecteurs directeurs :

|AB|
A =-1@3.
B :=5@1.

Transcript affiche: ((A vecteur: B) normal).

3. Equation réduite
Pour calculer I'équation réduite de la droite (AB), on écrit

|AB|
A=-1@3.
B :=5@1.

Transcript affiche: (A équationDroiteJusque: B).

y =(-1/3)x + (8/3)

e 06 Workspace
|AB|

A=-1@3.

B:=5@1l.

Transcript affiche: (A équationDroiteJusque: B).

FIGURE 10.1 - Les coefficients de 1’équation réduite sont donnés en valeur
exacte
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Chapitre 11

Probabilités

11.1 Listes et autres collections

11.1.1 Listes

Une liste est notée par un «diése» suivi de parentheses en MathOnto-
logie. Les éléments de la liste sont séparés par des espaces. La liste des
résultats de lancers de dés peut s’écrire ainsi :

Transcript affiche: #(1 2 3 4 5 6).

Mais il y a plus simple avec une conversion en liste :

Transcript affiche: (1 jusque: 6) commeTableau.

Les éléments d'une liste sont numérotés a partir de 1'. Pour accéder a
I’élément numéro 3 d'une liste [ on peut faire

Transcript affiche: | en: 3.

Pour modifier I’élément numéro 3 de la liste [, on y pose un nouvel élé-
ment :

| en: 3 pose: 'joker'.

11.1.2 Collections ordonnées

La principale différence entre une liste et une collection ordonnée c’est
que cette derniere n’a pas une taille fixe, et qu'on peut y ajouter des élé-
ments au fur et a mesure. Ce qui permet de créer par simulation des échan-
tillons statistiques a étudier; par exemple pour simuler 1000 lancers de

1. et non de zéro comme avec la plupart des outils logiciels

65
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deux dés, on peut créer une collection vide, puis y placer 'un apres ’autre
les résultats des 1000 lancers :

| résultats |

résultats := #() commeCollectionOrdonnée.

1000 foisRépéte: [ résultats ajoute: (6 auHasard + (6 auHasard)).].
Transcript affiche: (résultats compte: [ :x | x=6]).

i-dessus on a compté le nombre de ans la collection. Au besoin, on
Ci-d té 1 bre de 6 d 1 llect Aub
peut convertir une collection ordonnée en liste ou vice-versa.

11.1.3 Multiensembles

Le multiensemble est une collection ot11’ordre ne compte pas, par exemple
une urne dont on a mélangé les boules. Pour faire des statistiques, on n’a
en général pas besoin de I'ordre dans lequel les éléments ont été placés
dans I'historique, et on peut utiliser un multiensemble ou sac. Donc pour
lancer 1000 fois deux dés, on peut créer une liste vide, la convertir en un
sac vide, puis 1000 fois de suite, répéter I'opération consistant a mettre un
résultat de lancer de dés dans le sac :

| résultats |

résultats := #() commeSac.

1000 foisRépete: [ résultats ajoute: (6 auHasard + (6 auHasard))].
Transcript affiche: (résultats compte: [ :x | x pair]).

Cette fois-ci, on compte combien de résultats sont pairs.
Pour ajouter plusieurs exemplaires d'un méme objet, on peut faire a joute:
"joker’ fois: 5.

11.1.4 Ensembles

Un ensemble veille a ne pas avoir deux fois le méme élément. Cette
notion sert a modéliser les ensembles de solutions d’équations, ou les éve-
nements en théorie des probabilités. On en a vu un exemple dans le cha-
pitre sur I'arithmétique avec l'indicatrice d"Euler. Pour avoir un ensemble,
on peut convertir une liste ou autre collection avec commeEnsemble, ou
ajouter des éléments?. Les ensembles peuvent aussi se construire a partir
d’autres ensembles par intersection (N noté inter:) ou par réunion (U
noté union). On peut aussi ajouter un objet s’il n’est pas déja dans 'en-
semble, avec a jouteAuBesoin.

2. ou en retirer d’ailleurs
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Pour compter le nombre total d’éléments d'un ensemble, on lui de-
mande sa taille :

Transcript affiche: (((1 jusque: 100) choisis: [ :p | p estPremier]) taille).

On peut alors définir la probabilité d'un évenement comme le quotient de
sa taille par celle de I'univers :

| univers evt |

univers := (1 jusque: 12) commeEnsemble.

evt := univers choisis: [ :p | p estPremier].

Transcript affiche: 'En lancant un dé dodécaédrique, la probabilité que le résultat soit
premier est de '.

Transcript montre: ((evt taille/(univers taille)) commeProba).

11.1.5 Collections triées

En envoyant a une collection (liste ou autre) le message commeCollectionTriée,
on le transforme en collection qui se trie automatiquement a chaque ajout
d’un élément. Cette collection est de peu d’utilité en MathOntologie puis-
qu’il est possible de trier une collection apres coup, en lui envoyant le
message trié.

11.1.6 Dictionnaires

Un dictionnaire est une sorte de tableau dont les index ne sont pas né-
cessairement des nombres qui se suivent. Cette notion modélise la notion
mathématique de fonction entre ensembles finis. L'ensemble de départ
s’obtient par keys et I'ensemble d’arrivée, par values. On peut utiliser
les dictionnaires pour formaliser la notion de variables aléatoires, comme
dans cet exemple ot1 on paye 2 € pour avoir le droit de parier sur un 6, et
dans ce cas, on gagne 10 euros :

| X univers |

X := Dictionary newFrom: {1—>-2.2->-2.3->-2.4->-2.5-> -2 .6->10}.
univers := X keys.

Transcript affiche: univers.

Les tableaux d’effectifs et de fréquences (voir chapitre «statistiques») sont

des dictionnaires de MathOntologie. Lorsque ses valeurs sont des nombres
positifs, un dictionnaire peut étre représenté graphiquement par dictionnaire
diagrammeBatons; lorsque, de plus, ses clés sont aussi des nombres, le
dictionnaire est avantageusement repreésenté graphiquement par dictionnaire
diagrammeBatonsTrieoupardictionnaire dessineHistogramme.
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11.2 Sous-ensembles

11.2.1 Ensemble vide

Transcript affiche: (#(1 3 5) inter: #(2 4 6)) estVide.

Pour savoir si un sous-ensemble est vide, on peut faire

Transcript affiche: ((1 jusque: 100) aucunNeVérifie: [ :p | p estPremier]).

11.2.2 Elément

Pour savoir si une collection contient un objet on peut faire

Transcript affiche: ((1 jusque: 100) contient: 2013).

11.2.3 Choix d’un élément au hasard

auHasard déja vu plusieurs fois, permet de choisir un élément d’une
collection au hasard. Par exemple, pour extraire une boule d'une urne
contenant 10 boules rouges et 90 boules blanches, on peut procéder ainsi :

| urne |

urne := #() commeSac.

90 foisRépéte: [urne ajoute: 'blanche’].

10 foisRépéte: [urne ajoute: rouge’].

8 foisRépéte: [Transcript affiche: urne auHasard].

11.2.4 Extraction

Pour extraire les éléments premiers d"une liste de nombres, on peut
faire ainsi :

Transcript affiche: ((1 jusque: 100) choisis: [ :p | p estPremier]).
Pour savoir si une liste contient au moins un nombre premier, on peut
faire

Transcript affiche: ((1 jusque: 100) unVérifie: [ :p | p estPremier]).

Pour savoir si tous les éléments d"une liste sont premiers, on peut faire

Transcript affiche: ((1 jusque: 100) tousVérifient: [ :p | p estPremier]).



11.3. OPERATIONS SUR LES LISTES 69

Pour compter les éléments premiers d"une liste, on peut faire :

Transcript affiche: ((1 jusque: 100) compte: [ :p | p estPremier]).

Pour obtenir le complémentaire d"un sous-ensemble (le contraire d"un éve-
nement en probabilités), on fait

Transcript affiche: ((1 jusque: 100) exclus: [ :p | p estPremier]).

11.2.5 Enlever

Pour ne garder que les nombres composés dans une collection de nombres,
on peut faire :

Transcript affiche: ((1 jusque: 100) commeSac retireTousTelsQue: [ :p | p estPremier]).

Pour vider une collection («vider son sac»), il suffit d’écrire

Transcript affiche: ((1 jusque: 100) commeSac retireTout).

11.3 Opérations sur les listes

11.3.1 faire agir chaque élément

On peut demander a tous les éléments d"une collection d’exécuter un
bloc, ce qui permet d’appliquer une fonction non seulement a un nombre
mais également a une liste de nombres :

Transcript affiche: (#(2 3 5 7) fais: [ :x | Transcript affiche: (x auCarré)]).

Ceci affiche les carrés des nombres premiers a un chiffre.

11.3.2 Machine de Turing

picore ale méme effet que fais sauf que les résultats sont stockés
dans une collection. Son nom vient d"une ressemblance avec le compor-
tement d’une machine de Turing, une collection initialement vide qui va
récolter 'un apres l'autre les éléments d’une liste, et pour chacun d’eux
stocker le résultat de I'exécution d"un bloc.

Par exemple, on peut récolter, a partir des numéros d'un dé, leursnoms::

Transcript affiche: ((1 jusque: 6) picore: [ :x | x avecDesMots]).
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Pour fabriquer un dé en chiffres romains :

| ALEA |

ALEA := ((1 jusque: 6) picore: [ :x | x enChiffresRomains]).
Transcript affiche: ALEA.

8 foisRépéte: [ Transcript affiche: ALEA auHasard.].

picore permet d’appliquer plusieurs fonctions directement a tous les é1é-
ments d'une liste de nombres : opposés, abs, inverses, arrondis,
auCarré ou puissances (ce dernier, suivi d'un exposant). Les fonctions
cosinus et sinus également peuvent s’appliquer a une liste. Ce qui per-
met de fabriquer assez facilement une table trigonométrique :

Transcript affiche: ((1 jusque: 90) cosinus).

11.3.3 injecte

Les méthodes précédentes utilisaient une variable (dans le bloc, ci-dessus
notée x) qui prenait successivement les valeurs de la liste. La présente au-
tilise deux variables, l'une qui parcourt les éléments de la liste, I’autre qui
se met a jour (typiquement la somme) dans le bloc. Par exemple pour cal-
culer la factorielle de 8, on peut injecter les facteurs (a partir de la valeur
initiale 1) allant de 1 a 8 dans un produit qui, a la fin, sera la factorielle
voulue :

Transcript affiche: ((1 jusque: 8) injecte: 1 dans: [ :p :f | p«f]).

Pour avoir la factorielle de 8, il est plus simple de faire :

Transcript affiche: (8 factorielle).

Et pour additionner les éléments d’'une liste, on fait

Transcript affiche: ((1 jusque: 10) somme).

Mais les codes sources de ces méthodes utilisent injecte.



Chapitre 12

Statistiques

Quel est le diviseur médian de la factorielle
de 107? Quels sont les quartiles? Quel est le
diviseur moyen?

12.1 Quantiles

12.1.1 Valeurs extrémes d’une liste

Pour avoir le plus petit diviseur de 10!, on peut faire

Transcript affiche: (10 factorielle diviseurs min).

De méme, le plus grand des diviseurs de 10! est obtenu avec

Transcript affiche: (10 factorielle diviseurs max).

Ces méthodes sont plus pratiques qu’elles paraissent, parce que chercher
directement dans la liste des diviseurs est difficile si celle-ci est longue ' :

Transcript affiche: (10 factorielle diviseurs taille).

Enfin, I’étendue s’obtient ainsi :

Transcript affiche: (10 factorielle diviseurs étendue).

1. Sauf que dans le cas présent, on sait bien que le plus petit diviseur de 10! est 1 et
que son plus grand diviseur est 10!...
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12.1.2 Quartiles

Pour avoir la médiane, on fait

Transcript affiche: (10 factorielle diviseurs médiane).

Pour les deux autres quartiles :

Transcript affiche: (10 factorielle diviseurs premierQuartile).
Transcript affiche: (10 factorielle diviseurs troisiémeQuartile).

12.2 Moyenne et écart-type

12.2.1 Moyenne

Transcript affiche: (10 factorielle diviseurs moyenne).

12.2.2 Ecart-type

Transcript affiche: (10 factorielle diviseurs écartType).

12.3 Statistiques

On jette deux dés mille fois de suite; on souhaite avoir le tableau des
effectifs et le tableau des fréquences.

12.3.1 Effectifs
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‘006 Tr

a Dictionary(2->31 3-»59 4->87 5->109 6->124 7->183 8->138
9->99 10->93 11->47 12->30)

eoe

|sacab]
sac 1= #() commeSac.
Transcript efface.

1000 foisRépéte: [sac ajoute: (6 auHasard + & auHasard)].
Transcript affiche: sac effectifs.

Workspace

FIGURE 12.1 - le 7 sort nettement plus souvent que le 3

12.3.2 Fréquences

e6ee Tr

a Dictionary(2->(7/250) 3->(6/125) 4->(21/250) 5->{1/10)

6-=(139/1000) 7->(163/1000) 8->(147/1000) 9->{1/10) 10-=(99/1000)
11-=(59/1000) 12->(33/1000) )

8en0e

|sacab|
sac := #() commeSac.
Transcript efface.

1000 foisRépéte: [sac ajoute: (6 auHasard + 6 auHasard]l.
Transcript affiche: sac fréquences.

Workspace (

FIGURE 12.2 - le 7 sort vraiment plus souvent que le 3

12.3.3 Graphiques

1. Le diagramme en batons sert a représenter la répartition de carac-
teres qualitatifs :
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806 Workspace

| pokerdas dé |
dé = #('as" '9' '10" ‘valet' 'dame’ 'roi’).
pokerdas = #() commeSac.
1000 foisRépéte: [
pokerdas ajoute: dé auHasard.
IR

pokerdas effectifs diagrammeBatons.

>

£

SLe
1318

FIGURE 12.3 — Plus de chances avec les dames qu’au poker d’as...

On obtient un diagramme en batons avec stats effectifs diagramme-
Batons; on l'efface avec A1t -Shift-clic (du bouton gauche de la
souris) puis en cliquant sur le bouton de fermeture en haut a gauche.

. Le diagramme en batons trié sert a représenter les effectifs (ou fré-

quences) d'un caractere quantitatif discret (ce sont les valeurs du ca-
ractere qui sont triées). On 'utilise avec

stats fréquences diagrammeBatonsTrié.Unexemple setrouve
a la fin du chapitre sur l'arithmétique. En voici un autre, toujours
avec le lancer de deux dés :
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eo0e Workspace ()
~

| sac |

sac := #() commeSac.

1000 foisRépéte: [ sac ajoute: (6 auHasard + (6 auHasard]l].
sac effectifs diagrammeBatonsTrie.

FIGURE 12.4 — Mais puisqu’on vous dit que le 7 sort plus souvent que le 3

3. L'histogramme sert a représenter graphiquement les effectifs (ou fré-
quences) des caractéres quantitatifs continus ; on peut toutefois 1'uti-
liser aussi avec des caracteres discrets, comme ici, pour montrer qu’avec
deux dés, le 7 sort nettement plus souvent que le 3 :
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-,

900 Workspace )
Y

| sac |
sac := #{) commeSac.
1000 foisRepete: [ sac ajoute: (6 auHasard + (& auHasard))].

(sac effectifsEnClasses: 10) dessineHistogramme.
v

2345678091011

FIGURE 12.5 — Avec le A1t -Shift-Clic sur l'un des rectangles de I'his-
togramme, on peut changer sa couleur et ainsi, mettre en exergue le fait

que le 7 sort plus souvent que le 3

Pour représenter en histogramme une série statistique numérique,
il faut la transformer avec effectifsEnClasses, qui attend un

parametre entier : Le nombre de classes a afficher.



Chapitre 13

Nombres complexes

13.1 Obtention

13.1.1 Affixe

Pour avoir l'affixe d"un point, il suffit de transformer le point en un
nombre complexe :

Transcript affiche: ((—1@3) commeComplexe).

Un réel peut aussi étre considéré comme complexe (en fait, transformé
en complexe) avec cette méthode.

13.1.2 Parties réelle et imaginaire

|z |
z ;= (—-1@3) commeComplexe.

Transcript affiche: (z partieRéelle).
Transcript affiche: (z partielmaginaire).

13.1.3 Test

Le test estComplexe donne true s’il est appliqué a un complexe, et
uniquement dans ce cas-la.

Exemple : Si on essaye de calculer la racine de -1, on a un message
d’erreur :
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ﬁ ﬁ ﬁ ',',':-.:.'_,.-'::L.'-. -

Transcript affiche: (-1 racine).

® O © DomainError: sqrt undefined for number

Abandon Debug

Smallinteger sqrt
Smallinteger(Number) racine

FIGURE 13.1 - Le fameux bug de Bombelli

Mais il suffit de dire que -1 doit étre considéré comme complexe, pour
avoir un résultat plus intéressant :

o606 Transcript
0+1i
e 06 Workspace

Transcript affiche: ((-1) commeComplexe racine).

FIGURE 13.2 — On fait comme si : i

13.1.4 Conjugué, module et argument

Le conjugué d’un nombre complexe s’obtient ainsi :

Transcript affiche: ((—1@3) commeComplexe conjugué).

Le module et I'argument :

Transcript affiche: ((—1@3) commeComplexe module).
Transcript affiche: ((—1@3) commeComplexe argument).
Transcript affiche: ((—1@3) commeComplexe moduleAuCarré).
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13.2 Opérations

13.2.1 Addition et soustraction

lab]
a = (—1@3) commeComplexe.
b = (5@1) commeComplexe.
Transcript affiche: (a+b).
Transcript affiche: (a—Db).
Transcript affiche: (a opposé).

13.2.2 Multiplication et division

b
= (—1@3) commeComplexe.

| a
a:
b = (5@1) commeComplexe.

Transcript affiche: (a*b).
Transcript affiche: (a/b).
Transcript affiche: (a inverse).

13.2.3 Puissances

Un nombre complexe peut étre élevé a une puissance entiere (éventuel-
lement négative) avec puissance: comme les réels. Dans les cas particu-
liers ot I'exposant est -1, 2 ou 3, on peut utiliser inverse, auCarré ou
auCube.

13.3 Fonctions

13.3.1 Racines

On peut calculer une racine carrée avec racine comme onl’a vu plus
haut. Voici comment on peut résoudre des équations du second degré avec

ca:
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1. La version réelle :

[SNGNG] Transcript =

a 5et(0.6180339887498949 -1.618033988749895)

a Set()

[SNGNG] Workspace
| Secondegré |

Secondegré :=[:a b:c| |SDelta|

S = #() commeEnsemble.

Delta == b auCarré - (4*a*c).

(Delta <0) siFaux: [
S ajoute: (b opposé - (Delta racine))/(2*a).
S ajoute: (b opposé + (Delta racine))/(2*a).
1

S.

1

Transcript affiche: (Secondegré valeur: 1 valeur: 1 valeur: -1).
Transcript affiche: (Secondegré valeur: 1 valeur: 1 valeur: 1).

FIGURE 13.3 - Si A est négatif, on n’a pas de solution (ensemble vide)

2. Etla version complexe :

066 Transcript

a Set(0.6180339887498949 -1.618033988749895)

a Set(((-1/2)@0.3660254037844386) ((-1/2)@ -1.3660254037844386))

®eo0 Workspace =
| Secondegré | 4
Secondegré :=[:ab:c| |SDelta|

S := #() commeEnsemble.

Delta == b auCarré - (4*a*c).

(Delta <0) siFaux: [
S ajoute: (b opposé - (Delta racine))/(2*a).
S ajoute: (b opposé + (Delta racine))/(2*a).
] siVrai: [
S ajoute: (b opposé - (Delta commeComplexe racine))/(2*a).
S ajoute: (b opposé + (Delta commeComplexe racne))/(2*a).
1

S.

1.

Transcript affiche: (Secondegré valeur: 1 valeur: 1 valeur: -1).
Transcript affiche: (Secondegré valeur: 1 valeur: 1 valeur: 1).

FIGURE 13.4 - Si A < 0, les solutions sont complexes (et conjuguées)

On peut également obtenir une racine cubque d"un nombre complexe
avec racineCubique, voire une racine quatriéme avec racineNiéme:

4
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13.4 Logarithme et exponentielle

13.4.1 Logarithme

Le logarithme népérien de z s’obtient par z 1n.

13.4.2 exponentielle

L’exponentielle de z s’obtient par z exp.

13.5 Trigonométrie

13.5.1 Sinus

Le sinus de z s’obtient par z sin.

13.5.2 Cosinus

Le cosinus de z s’obtient par z cos.
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13.6 Représentation graphique

Pour représenter graphiquement une fonction sur C, il suffit d’entrer

des bornes complexes pour l'intervalle de définition du tracé :

906 Workspace

000 Workspace

|fab]
fi=[:mx|x-(xauCarré]l.
a:=0.
b:=1.

f dessineDe: a jusque: b.

(=
o |Ifab] A
f:=[m|x - (xauCarré]l.
M2l 15 = oeo. m
b:=1@l.
f dessineDe: a jusque: b.
v
v

FIGURE 13.5 — En changeant le domaine de définition d'une fonction, on
change beaucoup sa représentation graphique.



Chapitre 14

Matrices

L"archipel de Passy-Ficka est formé de deux
atolls: L’"atoll de Passy comptant initialement
900000 habitants, et 1’atoll de Ficka comptant
initialement 100000 habitants. Chaque année,
20 % des habitants de Passy déménagent vers
Ficka, et 60 % des habitants de Ficka émigrent
vers Passy. Le ministre de 1’intérieur de
Passy-Ficka souhaite savoir quelles seront les
conséquences a long terme de ces exodes entre
atolls.

Dans MathOntologie, les matrices sont uniquement carrées d’ordre 2 '

14.1 Création et modification

14.1.1 Création

Pour créer une matrice, on écrit Matrice new:

M|
M := Matrice new.
Transcript affiche: M.

L'affichage de la matrice montre que ses coefficients sont alors tous
nuls. On peut les lire comme des variables appeléesM all, M al2 etc.

1. en réalité ce sont des matrices rectangulaires de 2 lignes et 3 colonnes, mais la troi-
sieme colonne étant peu utilisée, n’est pas affichée : Tout se passe, sauf exception, comme
si la matrice était effectivement carrée.
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14.1.2 Modification

Pour changer la valeur du coefficient a12 (par exemple pour le rempla-
cer par un 5), il suffit de faireM al2: 5

Pour engendrer une matrice aléatoire, on peut donc faire comme ceci :

M|

M := Matrice new.

M ai1: (10 auHasard
M a12: (10 auHasard
M a21: (10 auHasard
M a22: (10 auHasard
Transcript affiche: M.

—_ — — —

. . cost —sint
1. M metAnglea: t transforme M en la matrice

sint cost

. k O
2. M metEchellea: k transforme M en la matrice ( 0 )

3. M rendIdentité faitla méme chose que M metEchellea: 1.

14.2 Fonctions

14.2.1 Arrondis

M arrondieA: 0.001 donne une matrice identique a M sauf que ses
coefficients sont arrondis a 0,001 pres. De méme, M tronquéeA: 0.001
tronque les coefficients de M. M tronquée enleve tout ce qui est apres la
virgule dans les coefficients de M; de méme, M arrondieEntier répond
une matrice identique a M a ceci pres que ses coefficients sont arrondis a
l'entier le plus proche.

14.2.2 partie fractionnaire

Pour annuler la chiffres avant la virgule dans M, on écrit M modulo:
1. On peut réaliser cette opération modulo avec d’autres modules que 1,
par exemple 12.
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14.3 Opérations

14.3.1 Addition, soustraction et multiplication

Pour additionner, soustraire ou multiplier deux matrices, on les écrit
avec, entre elles, le symbole "+", "-" ou "*".
On peut vérifier que la multiplication des matrices n’est pas commuta-

tive :

| MN |

M := Matrice new.

N := Matrice new.

M ai1: (10 auHasard
M a12: (10 auHasard
M a21: (10 auHasard
M a22: (10 auHasard
N at1: (10 auHasard
N a12: (10 auHasard
N a21: (10 auHasard
N a22: (10 auHasard
Transcript affiche: (M=N).
Transcript affiche: (N=M).

~— — — —

~— — ~— —

On peut élever une matrice a une puissance entiere (par exemple, 4) avec
M puissance: 4;dans le cas particulier ou I'exposant est égal a 2 ou 3,
on a aussi auCarré et auCube.

14.3.2 Inverse et division

Pour avoir l'inverse de la matrice M, on écritM inverse. Pour avoir le
produit de M par l'inverse de N, on écrit M/N.

14.4 Produit d’un vecteur par une matrice

14.4.1 Appliquer une matrice a un vecteur

. . all al2 [ x
Le produit de la matrice M = ( W21 a22 > par le vecteur u ( y ) est

all Xz +al2 xy

le vecteur M4 ( 021 X+ a22 X y

u.

> .Onl'obtientavecM transformeUnVecteur:
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Pour résoudre le probleme directeur de ce chapitre, on peut écrire la
0,8 0,6
0,2 0,4
crivant la répartition initiale de la population, ramené a la populaion totale
de 10000007 ; chaque année, les populations des atolls de Passy et de Ficka
seront calculées par un produit de la matrice et du vecteur des populations
de I’année précédente :

matrice de Markov ? du processus : M = et le vecteur v’ dé-

OO0 Transcript

(0.7800000131130219@0.22000000327825547)
(0.7560000270009044@0.24400000756978995)
(0.7512000409722337@0.2488000121355059)
(0.7502400549459474@0.2497600167703633)
(0.750048068917277@0.2498520214219101)
(0.7500096828875581@0.24999042607736705)
(0.750002016857515@0.24999811073372052)
(0.7500004948273844@0.249990551309027625)

006 Workspace

M|
M := Matrice new.
Mall: 0.8.
Mal2: 0.6.
Ma2l: 0.2.
Maz22: 0.4.

vi=0.9@0.1.
8 foisRépéte: [
v :i=M transformelUnVecteur: v.

Transcript affiche: v.

1.

FIGURE 14.1 — On voit assez vite une probabilité stationnaire

Par exemple, au bout d"un an, ’atoll de Passy compte 780 000 habitants
et 1’atoll de Ficka en compte 220 000. Au bout de deux ans, les populations

2. Théoricien des probabilités, il est l'initiateur de la théorie des matrices stochas-
tiques, et cet exercice est en réalité un exercice sur les probabilités conditionnelles, un
peu déguisé.

3. c’est donc un vecteur de probabilités, de coordonnées ( 8’ ? )
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sont passées respectivement a 756 000 et 244 000. On constate numérique-
ment qu’au bout de quelques années, les populations des deux atolls se
stabilisent a 750 000 et 250 000 habitants respectivement.

14.4.2 Produit et décalage

Pour additionner un vecteur fixe au produit M4, on utilise M transformeUnPoint:
u (les coordonnées du vecteur fixe sont les coefficients invisibles de M, ap-
pelésM al3etM a23).

14.4.3 Résolution de systémes

Le produit M '@ s’obtientparM inverséeTransformeUnPoint: u.
Par exemple, pour résoudre le systeme

3z —2y = -1
r+y = 8

P S -1
on peut écrire les seconds membres comme un vecteur ( 8 et les

autres coeficients du systeme dans une matrice M = ( i) ? ), puis
IMv|

M := Matrice new.

Maii: 3.

Mai2: -2.

M a21: 1.

M a22: 1.

v = -1@8.

Transcript affiche: (M inverséeTransformeUnPoint: v).

On obtient la solution du systeme sous forme d’un vecteur.
Bien entendu, on a le méme effet en appliquant t ransformeUnVecteur:
v a l'inverse de M.

Pour le probléme qui ouvre ce chapitre, une population stable

se caractérise par le fait quune fois multipliée par la matrice, elle reste la
méme*, et que, comme c’est un vecteur de proportions, x +y = 1. On peut
donc déterminer la population stable en résolvant le systéme

0,8r+0,6y = =
r+y = 1

4. Autrement dit, c’est un vecteur propre associé a la valeur propre 1
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qu’on peut réécrire

Il
—_

—0,2z+0,6y = 0
r+y

La proportion (0,75,0,25) semble bien en étre la solution : Le probleme

(0.7500000046566127@0.24999999534338727)

e0e Workspace

[ M|

M := Matrice new.
Mall:(0.8-1).
Mal2: 0.6.
Ma2l:1.

Ma22: 1.
vi=0@l.

Transcript affiche: (M inverséeTransformeUnPoint: v).

FIGURE 14.2 — On dirait que la proprtion est "trois quarts - un quart"

habituel d’affichage des arrondis se pose ici, mais on peut vérifier avec un

3.1

calcul de fraction, que le vecteur (Z» Z) est stable par la matrice :

066 Transcriot
(314 | OO Workspace

(1/4) | Transcript affiche: ((4/5)%(3/4)+((3/5)*(1/4))).
Transcript affiche: ((1/5)%(3/4)+(2/3)*(1/4))).

FIGURE 14.3 — C’est bien (g; i)
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14.5 Algebre linéaire

14.5.1 Déterminant

M déterminant renvoie le déterminant de M (le déterminant de M =

all al2 all al2
< a2l a22 W21 422 ' =all x a22 — a2l x al2)

) étant égal a

14.5.2 Trace

M trace permet d’avoir la trace de la matrice M (la somme de ses élé-
ments diagonaux)

14.5.3 Polyndéme caractéristique

M polynomeCaractéristique renvoie le polyndme caractéristique
de M (c’est une fonction). On peut calculer I'image d"un nombre par cette
fonction, chercher quand elle s’annule, calculer sa dérivée etc. Par exemple,
on peut la représenter graphiquement avec
| MN |
M := Matrice new.

M ai1: (10 auHasard).
M a12: (10 auHasard).
M a21: (10 auHasard).
M a22: (10 auHasard).
(M polynomeCaractéristique) dessineDe: —4 jusque: 4.

14.5.4 Valeurs propres

Les racines réelles, si elles existent, du polynome caractéristique de M,
s’obtiennentavecM valeursPropresRéelles (c'est un ensemble conte-
nant 0 a 2 nombres réels).
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