


Mariages stables et
leurs relations avec
d’autres problemes
combinatoires

Introduction
a P'analyse mathématique
des algorithmes




COLLECTION DE LA CHAIRE AISENSTADT Mafiage S Stabl CS et
Fondateur : Lucien Le Cam, Université de Berkeley le ursr el a tl ons avec

Directetr : Anatole Joffe, directeur du Centre de recherches mathématwgues de

I'Université de Monlréal d’autres problémes
combinatoires

Robert Hermunn. Pesicil Aspices of Life Groap Theory, 1974
Muork Kae, Quelguer problémes mothémutlgues oo phyrque ootisigue, 1974 Iﬂ!l‘ﬂdﬂﬂmﬁ

'an alyse A i
5. R de CGroot. fa Trawrs fovoimation e Waerl or la fonciion de Wipner: ime forme alternanive de i ] tyhlt m&thcmalnque
i n-l.e"l'mu-;r.ll‘ AT RN 1975 dﬁ ﬂIgOHIhITIGS

lacgues Louts Lioms, Suv guelgues questiory o caalvee, de oevanigae of e conieih

wprimgl, 1976

Edition revue et corrigde

Cette collection est comsacrée 3 la publication des conférences données, depuis
1970, au Centre de recherches mathémutigues de |'Université de Montréal, dans lc
cadre de la Chaire Aisenstadt. Cest grice i la générosné de Monsicur Amdré

Alsenstady, docteur en physique théorique de I'Universié de Zurich, que ¢ Centre 1976 ‘
de recherches malhématiques peut inviter des chercheurs prestigicux ot publier, aux Les Presses de I'Université de Montréal 2
Presses de |'Université de Montréal, le wxte de feur conférence C.P. 6128, succ. «As, Montréal, Que.. Canada H3C 3J7




AVANT-PROPOS

Ces dix dernifres annfes ent vu le dfveloppement tapide
d'um donaine gqui a Tegu le nom d'Tnformetique. A mon avis, il
~ conviendrait d'appeler "Algorithmique" cotte discipline dont
”i*-ulsjet principal n'est pas 1'@#tude de 1'information &11le-néme,
. mals celle des processus de traitement de 1'Information, ou
algorithmes, Ouwoi qu'il en soit, 4ous un nom ou un sutre, cc
domsine s'est avéré passionant @ plus d'un titre.
Le but de cet cuvrage ost d'introduire le lectsur § 1'Ana-
Iyse des Algorithmes, en se basant sur des exemples plutht
qu'en faisant lc towr des principaux résultats thioriques.
Cette forme do préssntation saurda, je 1'espiére, lul domner une
1dfe dos méthodes utilisfes dans ce domaine, et illustrer les
" rapports Etroits qu'il entretient avec de noshreuses autres
branches des mathiématiques. Le probléme des mariages stables
Semble idSal dans ce comtextc, car il ne falt sppel 3 aucune
comneissance prialable en Algorithmique, et conduit naturelle-
. ment § illustrer les tochnigues cssentlelles de 1'Amalyse des
ISEN 2-7606-0529-9 . Algarithmes. Ce probléme me permet aussi de wontrer comhien

1égal, 3¢ trimestre 1976 — Bibliothéque nationale du Québec 1'Anslyse des Algorithmes peut &tre intfressente en elle-mEme,

3o
Ihuﬁﬁukwn:mf%nma ww réservés en plus de son importance hien connue sur le plsn pratlique.

Le nivesu du discours dans cet ouvrape ast £1fmentalro ot
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# Mariages gtables

n'exige aucune connaissance préalsble en analyse algorithmique
ou en marisge. Mon but est d'informer le lecteur plutdt que de
1'impressionner.

Jo tiens & exprimer toute mi reconnaissance i Monsieur
André Aisenstadt, dont la générosité m'a permis d'sller i 1%ini-
versité de Montpéal donner la série de conférences dont ce
livre est tivé. Je veux sussi remercier Monsieur le professeur
Anatole Joffe, pour 1'honneur qu'il m'a fait en m'invitant, &t
pour son hospitalité qui @ rendu le séjour si sgréable pour ma
fanille comme pour moi-méme.

Je Tegrette de ne pas encore pouvoir maftriser la langue
frangaise, (ependant cette lacune n's valu le grand plalsir
de travailler em lislson Stroite avec lMascale Roussoau et
Frangois Trochu, qul onmt si soigneusement traduit lo texte des
conférences que j'ai données en anglais. Je voudrais ggalement
vemercier un de mes Etudlants, Bernard Mont-Reymaud, pour son
aide dans la préparation du texte final, et Madame Micheline
Marano et Madempiselle Johanne Marcoux pour leur axcellente
typographic.

Penald E. Knuth

Etanford, Califomie
Maf 1976

N.R. A 1'occasion du second tirsge de ce livre, j'ai corrigl
guelgques orrours typogprephigues gul s'ftelent glissfes dans 1e
premier tirage. Toursfnim, j'attends toujours des solutions
sux problEmes qul sont posfs dans ¢ livre!

0.E.K., octobre 15980
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++. pour avoir appris,
1a cuisine,

nul retfent les petits maris,
qui s'deébinent.




PREMILRE CONFERIENCE

INTROUDUCTION, DEFINITIONS ET EXEMPLES

Spient ¥ ¢t F deux enszemhles finis dc n €18ments; I est
1'ensermiiz dez howmes dyatayenaad ot F 1'anaamtie dea Ffermas
arreeadt o Un soglage est une hijection de F sur 7, clast-d-
un ensemble de » mariages monogemes entre les hommes et
femmes. Dans touto ls suite, les deux ensembles ¥ ot F

ent un Téle symétrique, el 1l ne faut attacher aucune signi-
tion spéclale au fait que ley lettres minuscules dfsigment

~ Supposons gque chague homme it un ordre de préféronce pour
lo: feommes et chague femwe un ordre de préféronce pour les hom-
s, La I{gte des préffrences de chacun est donc constitufe

par deux tableaux de n° Eléments.

- In couplage est ingfable si un homme A ot une femme z, non
ris entre eux, se préfirent mutuellement & lours conjoints.
te Liaison dangereuse se produit lorsque:

A ast marié avec &;
a cst mariee avec 0}
A préfdre a & b;
a préfére 4 3 8.

i | g2
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12 Mariages atables

(Los opinions de b et & n'importent pas ici.)
gtable sl cette situation ne se produit pas.

Un couplage ost

EXEMPLE 1. Mariage de 4 hommes (4,7,C,0) avec 4 femmes

(z,b,2.d).
Homme s Ordres de prEféronce
Anatole e 2 da
Barnab# b a o d
Camille h d a e
Doninique 2 a d b
Eenmes Ordres de préférence
antoinette A B b L
brigitte A BB
cundégonde c B D A
donatiennc B A D

Notons yue ces préférences ne changent pas avec le temps.
Le couplage (Aa,Bb,Cc,0d) est instsble car 4 et b se pré-

fRrent mutuellement (cc gue 1'on Indique em soulignant A et b).

remarions £ avec b; alors les deux
autres, @ ot ¥, n'ont plus qu'd se maricr entre eux. On ob-
tient ainsi le couplage (AP,Ba,Ce,Dd) qui lul sussi est in-
stable & csusc de b et £. Procédant ainsi jusqu'd l'obtention
d'un couplage stable, on obtient la séquence

Faisons divorcer 4a et Bi;

Aa Bb Ce Dd instable
&b Ba Co Dd instable
Ae Ba Cb Dd instable
Ad Ba O Do 2 atable ©

Pour vérifier qu'on a bien un couplage stable, il suffit
de dresser la liste dos Gpouses gue chaque howme préffrerait &

i R R e |
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la zienne:
A : préférerait 2, puis b
k¢ préféreralt p
£ : @ dEjdl =on meilleur choix
[ : a déjd son moilleur choix

ot & liste des Spoux gue chaque fomme préférevait au siem!

a : préférerait 4

a déj& son meilleur choix

50
"

L]

préférorait £, puis 4

o,

préférerait 0,

fn ne peut améliorer le choix de 4, car al o, ni b ne priférent
A & leurs conjoints. On ne peut non plus amélicror le chulx
de § puisque b a obtenu son meilleur partensire. Le couplage
eonsidéré est donc stable.

On arrive au n@me résultst en se plegant du peint de vue
des femmes, c'est-i-dire en essayant d'améliorer les choix de
a, o, ou d. On constate que les hommes qu'elles préfércraient
‘mo sont pas, eux, d'accord. (C'est la vie.)

Le procédé qui consiste 3 cheisir des divorces successifs,
de la fagon indiquée plus haut, ne conduit pas n€cosssirément

i un couplage stable. Regardons on sffet l'excaple suivaar:

Cholx des hommes Choix Jes femmes

Az b oa o a: & & B
B ¢ liate arbitraire b & Kk B
A - e * liste arblitraire




- —

i ek iandhill i W THEmee W

14 Marigges gtabies
A B Ce
4.2 &
de Ba Cb
-'\4-—
‘!n ﬂifa".ﬁ;
1_1::4'3_ Ca

Lu séquence des divorces et remariages mine 4 un cycle su liecu
d'aboutit & une solution stsble. Cependant de telles solutioms

existent: (4B,Be,Ca) et (Aa,Be,(E) .

EXEMPLE 3, (Choix en pormutation circulaire)

£ @ o d e a: P CDE A
Ei1 b e d e =z Exr ¢ DR AL ®
C: ¢ 4 &8 a ¥ ¢* DE A B C
p: 4 ¢ a b o d: 82 A B C P
£: & a b e d ¢: A B LD E

Les ¢ing couplages stables sont

Aa 5 Ce Ud Ee
A Be Cd De FBa
Az Bd Ce Da Eb
A2 Bs Oe Db PBe
Ag Bz OB De Bd

hans Ju premidre solution stable, chaque homme est marié
avec son meilleur cholx, ce qui correspond au moins bhon choix
dos femmes. La deuxi®me solution stable améliore lo sort de
chaque fewme d'un rang tendls gque les hommes obtiennent leur
deuxi®me choix. Ainai de suite jusqu'd la dernidre solution

- . -
R
ey !
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. correspond au neillewr choix des femmes ot au seins bon

x des hommes. Ce conflit dintérét souldve le problime de
vition d'un critdre pour le choix d'une sclution stable.
gut s¢ placer du point de vue des fommes ou bion du point
ye des honmes.,

. Montrons qu'il existe seulement cing solutions stables. 1
gt Btre navié 3 z, ¥, ¢,  ou e, Supposons gqu'une solutlen
1¢ contienne Az, alors elle contiemt Se. En offet, &i &
it murté avec b, o ou 4, alors on voit sur les tableaux que

E prifére a,
a prEfeérs 25

On ferit done
Ay = Eag,

ant ainsi, on ohtisnt;

fa=Pg =~ 3=Loc=0G= Az

ure =olutien stable contenant Ab slors on doit avoir Le
2; mais 1'on viont de voir gque Ea = Az,
ite d'implications

{m nhticnt donc

A= Ba=Da~id= Bo = ab,
D mEme st Ae apparaft dans ls solution stable, on &
Ao = Bh = ete.

Ceci est un exemplo o i1 y & exactcment n solutions. On

se demander si ces n solutions existent toujours. L'exis-




16 Mariages stableas

solutions stables.

i on est tentf de croire gu'il existe au plus 2n solu-
tions stables, ou nEme nz, 1'exemple suivant montre qu'il peut
en exister beaucoup plus.

EXEMPLE 4. (n pair)

Choix des hommes Choix des femmes

Lo bl 408 G i % eeusy A
- T - - T T ¥ b o B
.+ 3 @... 3 WP |
T SN OB < T " NE PR
n-1 : {:r_::-]‘,} Wy oI e R T |
n o @ m-l... M A saade M

Supposons que chaque paire d'hommes (1 et 2, 3 ot 4,...)
se marie @ son premicr choix ou 3 son second choix, Les cer-
cles ci-dessus illustrent un tel schéms de marioge, 1lé numErn
encerclé #tant celui du conjoint. On peut comstrulre 2""2
schémas différents:

Chaque couplage ainsi obtenu est stable.
deux hommes sont merifs i leur deuxiéme choix, ils ne peuvent
ghtenir leur meilleur choix, car |1 correspond au dernier choix

des femmes.
On voit lci que la recherche systfmatique des solutions

stables peut conduire B envisager un nombre exponentiel de cas
possibles, ce qui, pour m assez grand, est trop long, méme
pour un ordinateur.

En effer quand

Génfralisation au probl®me de 1'adnission de » €tudiants dans

m universités

La x-ilme université admet "y Etudiants; sans nuire 3 la

e

—
&
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irallté, on o 1'Egalitéd Bp*my 4...t =m0 (S1le nombre

sdiants exciide les possiblilités d'sdmission dans les uni-

itEs, on crfe une univorsité fletive, derniér choix de tous

dtudiants. Si le nowbre d'étudiants est inférieur au

de places dans les universitds, on créc des &tudiants

_i'ﬂ, derniers choix pour toutes les universités. On cst

f ainsi su cas de 1'6galité Ay et =R

. Chaque étudiant a un ordre de priférence pour les univer-

s ot chaque unliversité wn ordre de nréfirence pour les

e nts. On parle d'admisaicn reable quand il a'y a pas

:_a.nr. A, mon admis @ 1'université a, tel que 4 préfire o

som tmiursitﬁ et o« préfire 4 & un de ses Studiants,

‘ Ce probidme peut se ramener & celui du couplage stable on

"'fa;_s_mt la *-igmc wniversité par ny "places", chaque place
le méme ordre de préffrence pour les dtudlants.

_.'_‘_hns la pratique (par excmple pour ls répartition des Ftu-

5 dans los universitfs lransises et celle des Intemnes

' les hfpitaux anfricaing), ce probldme est foraul®, ot

U & 1'aide d'un ordinateur, en utilisant un algorithme

diiterminer un counlage stahle.

isation: listes incomplétes

3 ﬂumiﬂérm: le problime des couplage:s stables quand les
n'ont pas nécessairement class€ toutes les femmos ot
 les fenmes n'ont pas nécessairement classé tous les

ff-_‘n cherche des solutions stables avee la conditlon supplé-
* que chaque personne 4o0it marife avec une personne
ATant sur sa liste de préffrence (on peut imaglner qu'une

sonne prifire mourir plutdt que d'Gpouser guelqu'un qui

5t ]hu sur sa liste).

- Considérons par exemple les Listes incompliétes

;.




18 Mariages otables
| a: C A3
b} a b i) B A C
g e a e A B C

Lo seul couplage possible est (Aa,Fh,Ce), mals i1 ost instable

& cause do I et 2.
Le théoréme d'existence des couplages stables pour los
1istes complites me se génfralisc donc pas au cas des listes

incompl¥tes.

Kotations
4 & 4 = g est sur la liste do préférence de A
A€ a4 == & est sur 1a liste do préférence de «
aib = A prifire a 8P oub § 4
Aql e gpréfere AA M oud Fa

Alors “1“1""2“!'”‘"»“1:} est un couplage stable sl et seule-
ment si:

(i} "kﬁ"’k ot Akﬁakpaurl sk n;

(i) [l n'y a pas do J et k tels que "‘Nk ot u,{s‘,‘,ﬁj.

Une approche pour résoudre un probléme de couplage d"ox-
dre » consistevait 3 le réduire & un probléme d'ordre n-1. [
peut démontrer facilemont qu'un couplage stable comtenant 4.4,
cxiste 5i ot seulement i ”st Ay AH €a, ot 5'{] existe un
couplage stable pour le systdme H d'ordre n-1 défini par les
propriftbs sulvantes:

'L"g:"aj e a; €A ot VoM faz A, et nu",}'“i'l
“ L

B

by o= ohm ™

o i S " pour 1 ¢ 4,4,k € nel,

[ - = Ty

!3'.; "= H{En‘_‘, ¢t nom e,‘aflﬂnz" ot Aanl‘}
bk".f

m, cffinitiome et sxamples 19

on de listes IncomplEtes en listes complétes

n peut fabriquer unc liste compldte & partir d'une liste
? en ajoutant un nouvel homme ¥, le vewf, et unc nou-
fenmo », 1a veuve, Le veuf ¥ sera la dernire préférence
et & la dernidre préférence de V.
or sur sa listoe de préférence (peut-3tre iu'cmlétt:].
sera aprés ¥, dans un ordre indifférent, tous les hom-
n'étaient pas sur sa liste.
homme 4, classera v aprés sa liste de préffrence (peut-
incompléte), puis classers apris v, dans un ordre indif-
mt, toutes les femmes qui n'#tajent pas sur sa liste.
. Une application de la remarque précédente donne le résul-
ﬁi_ﬁnt:

La famme a, claszera 7V

[l existe un couplage stable tel que V est marlé & v
ayst@me complet si et seulement si il cxiste un

e stable pour lo svstéme Incomplet.

partir do résultuts qul seront donnés dans Ia conférence
On pourTa MEmE mOntrer:

B, S'il existe un couplege stuble avec V marié i v pour
e complet, alors pour tous les couplages stables de co
s F ost mari€ avec v.

Par conséquent, il suffit pour décider de 1'existence
ﬁmlﬁp stable dans 1e systdme incomplet d'obrenir une
‘solution steble au systdne complet. Si V n'est pas marié
&lors il n'existe pas de solution stable su systEme incom-
531 ¥ ost marié 3 v, alors la solution stable sans Vo est
lution stable du systéme incomplet.

CICE 1.1. Ftant donné 1'ensemble d'hommes 4;,4,....04 .
la femme qui correspond au meilleur choix "réaliste”
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pour 1'homme 4,, clest-d-dire
partenaires avec lesquelles il
foutes les listes de préférence sont conplites.
ici 1'existonce, mon encore tablie,

stable.)

(s) Prouver que J = k implique as *

(p) Prouver que MI“I“""‘H“*:} ost un couplage stable.

Mariggeas gtables

celle qu'il préfirve parml 1es
rfallise un couplage stabla,
{On utllise

d'au moins un couplage

v

EXERCICE 1.2. Trouver tous les couplages stables pour les

DEUNIEME CONFERENCE

. EXISIENCE D'UN COUPLAGE 51 ARLE;
ALGORITHMFE FONDAMENTAL

choix
41 9 d e b a at A 2 ¢CDE
- - . T
SN Ok B PR Lgorithne fondsmentsl permettant de construire un
e 28 S L g€ hELE stable est développt; cet algorithne constitue en
p: e b aed gy & Bk 8 & une preyve par construction de 1Toxistence d'au mnins
E: 4 & b a @ ¢ E A B C D

stable, n a vu dans 1a promidre conférence

ce de dlvorces au hasard n'aboutit pas toujours &
stable. Dans l'algorithme fondamental, les divor-
lacds par de nombreuses fiamcailles,
» & tour lo rBle du prétendant, font des avances &uX
meeeptent ou refusent selon leur préférence. On
1'on obtient toujours unc solution stable.

thae utllise trols variables k, X, & et deux

EXERCICE 1.3. (1.5, Hwang). On suppase que la matrice de pri-
férence des hommes ¢St un carré latin (chaque colonme contient
chacune des femmos). Montrer que les couplages définis par le3
colonnes de ce carré latin sont tous stables, si et sculement
i 1a matrice do préférence des femmos est le carré latin dual
(défini par 1a condition: @ est le j-idme choix de 4 aL ct
soulement si A ost lo (nel-f)-idne cholx de a4, pour tout a et
A).

Les homnes

‘% : nomhre d'hommes = nomhre dc fommes

"+ nombre de counles (3 1'essai) dEJR constitufs
X : prétendant

*;I!_&__: : femme & qui le prétendant fait ume avance
I_;a.llx-:---!w-} imaginaire (trds indésirshle)

o ab aas B f b, LS pe s
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22 Mariagee etables
Deseription de 1'algorithme

age stable et algowithwe Fomdamensal 23

t de 1'exécution de 1'algorithme, % prend la valeur
¥ « 0; fiancer toutes les femmes (temporairement) avec {: e femme est fiancie 3 0.
tant que & < n faire
début ¥ + (kel}-iZme homme;
tant gque ¥ # 3 faire
début x « meilleur choix restant sur la liste de ¥;
8l = préfére X & son fiancé

alors début Fiancer ¥ ot 2
X = fiancE précédent de x

d t’ﬁir veTifié que & < n, la varisble ¥ prend 1a va-
le premier homme). Puis, on vérific que 7 = 2 ot on
nsuite 1'instruction:

« + meilleur choix restant pour I.

fin;
$i ¥ = Q alors retirer x de 1a 1iste do X &+ o
f%'kq Stape, nous Indiquerons les valeurs que premment

; inilhluk,}rut::du ls fagon suivante!
fin; célébrer n mariages. ag suivante

k=0

Pour ceux qui ne sont pas familiers avec un language du T
type algol, remarquons que la notation ¥ « 0 signifie que la

=0

varisble % prend 1a valeur 0; et qu'une s&rie d'instructions
catre le mot début et lo mot fin correspondant constitue une
seule sfquence. Cette sfquence est répftfe, quand elle figure
dans le programme aprds 1'instruction tant que (... )
ausai longtemps gque la conditiom (.,, ) est satisfaitc.

- pﬂﬂﬂr A B @, on fisnce 4 et 0. 14 valeur de 7
@, le fianc® précédent de a4, Comme Y = §, on

faize, 5 la commande

retirver » de 1z liste do Y.
EXEMPLE. Pour comprendre cet algorithme, faizons-le fonction-

nér sur l'exemple 1, ‘alors 8 1'instruction

Ad: a b b 2 a:r AT B L%
tant que ¥ = o faire.
B: 5 a o d B: ¢ A DB B 5
- rrr i | 35 Bl *'l},_ on anrt de la séquence des "avancea™ aqui commonce
istruction. L'indice ¥ est alors nugmant® [k «+ B4+1),
D: & g d& b d: B &4 & DB )

30
£l
Remarquons que nous avons ajoutf 0 3 la fin de la liste de B i, on aite aters T iastrastion

préfironce de chaque femme.

P ™ e
A bl b S | il meid Al i .I.'IM.:\.“
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¥ ¢ (kel)-i8mé hommo

et 7 prend la valeur 7; A devient le mouveau prétendant. fn
vérifio que ¥ = { et on exfcute 1'instruction:

r + meillour choix restant pour X.

C'est-fi-dire

0~ E!'P
fm se trouve dans la situntlion:

k=1
r=25
&= 0.

La proposition de 5, Etant la premidre viritable avance
falte @ b, le couple ¥b est formé; X devient 0§, ot onh augmente

%k i nowrvean.

Troisidme cycle

Ce cyela est différent des deux précBdents. On vérifie
que k = 2 < n, alors ¥ « . Le meilleur cholx Testant sur la
liste de © ast b, alors = =« b ot

R 2
X

z=b,

Mais b préfére C & son aml 5. On fiance donc CB: X devient
1'ancion ami, B, Aprds avoir vArifié ¥ = 0, on retire m de 13
listo do 7 (c'est-A-dire b de la liste de /7).

X myant la wvaleur @, 1'inatraction

tant que X = 0 faire

2 M_ ey

atable et algorithme Ffondamental 25

fne une nouvelle fols 1'exfeution de 1a squence des
=" avec T comme nouveau prEtendant, Le meilleur choix

nt pour I est a, aloys » + 2 ot

k=2
XI=F5
2 aa,

g préfére 2 @ 0, on accouple done 3a2; X devient
m ami (. On sort alors do la sfquence des "avances' qul

e 3 1'Instruction tant que ¥ # @ falre. (m sugnente &

K =3
¥ =7
TR,

pe ¢ préfire D & son partenalre actuel A,
ire: 4 devient le nouvesu prétendant X,

de 1a liste de 4.

s de A est b, done

Elle change
Puis o ost
Le meilleur choix Testant sur la

g A
[}

= b,

b est d6jA avec C et nmo lul préfére pas 4. Il n'y s pas

ngament de partenaire et b est retird de 1a liste de 2,
t donc de nouvelles avances au mellleur cholx restant
" 58 listo;
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26 Marimges etablea

v o=

 tA

* =

b

La fonme d accepte 1'svance
Jésirable G, Alors ¥ + @ ot on sort de la sfquence des

“avamces”. O augmente .

Tgminnhun

m a stteint X = n = 4; on temmine done 1'it&ration
tant que # « » faire,

On peut maintenant cél@hrer quatre mariapes. Le couplage
obtenin est ¢tahle, comme nous allons le montrer,

REMARGUE. On peut se demander pourquoi 1'algorithme comporte
deux tests T = i dans les instructions

tant_que ¥ # 7 faire..., et
siXxe G aloYs,.- -

Mais on Svite ainsi d'utiliser ume instruction aller i.

Preuve de 1'slpgoyithme

Co n'est que rtécenment (depuis eing i dix ans) que 1'on
4 commencé § démontrer rigourcusement tes vEaultats gqui cnn-
cernent les algorithmes, N'habitude, 1'intuition produit
un algorithme, dont lv fomctionnement est vEyifif expiriments-
lement avec l'ordinateur. FPour prouver 1a validité d'un
slporithme ot Svaluer ses performances avec riguevr, 11 est
nécossaire de préciser Ia sipnification des varisbles de
1'algorithme; de faire apparaltre leurs relations i chague
stspe de 1'ulgorithme: enfin do raisonner par récurrence sur

de A, puisqu'elle préfére 4 & 1'in-

2 atable at algomitims fondameridl 27

quons d'abord les quelques résultats suivants, vala-
nt 1'exfcution de 1'algorithme.

j. S5i unc femme o est retirée de la liste de £, anoum
: stable na peut conteniT Ac.

RATION. Ouand 1'algorithme effectue 1'opfration Nreti-

1a liste de T et que x = a, I = 4, deux sl tuations

&a présenter:

. t'homme £ s falt une avance i g, mais cettio derriidre

fpre son aml B,

La fomme @ svalt A comme ancien ami, mals elle venait

quitter (aprds une avance plus intfresssnte de ls part de
ns les deux cas, a préfére P @ 4 et 7 préférc a & toutes

¢ femmes restant sur S8 liste.

un couplage stable contenalt A2, alors B guralt 40 Stre

quelqu'un qu'il préfére & q. Mais toutes les partée-

préférables i a ne figurent plus sur la liste de &, Omn

donc & une cemtradiction par récurrence sur 1'algo-

(admettant que le point 1 solt vrai 3 chacune des

s précédant cello comsidErée].

it

3, Si A préfire c & sa [isncFe, c'est que o 1'a Tojeté
un sutre.

' 3. Doux fewmes ne peuvent Btre les petites amies du mé-
. (sauf si cet homme est O],

La situation d'uno fomme n'empire jamais au cours de
thie.

La ilste de préférence de chague homme ne devient
vide.
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DEMONSTRATION. Autrement cet homme surait St rejeté par tou.
tes les femmes @ cause du polnt 2. Alors chague fenme auralit
un perit ami qui n'est pus O, i cause des points 4 et 3. 11
existeralt alors au moins » autves hommes, en plus de J.

tradiction.

Con-

A cause du point 5, 1'algorithme est Bien dffini, En ef. ¢
fot toutes les sutres opérations sont d'une fagon &vidente hien

définles: seul 1e point (5) nécessitsit une démonstration,

L'algorithme ae termine en un nomhre fini d'étapes car
aprés chaque proposition, wne des listes de préférence devicnt
plus courte ou hien k sugmente d'une unitf.

POINT 6. Le oowplage obtenw eat gtabia.

DEMONSTRATION. 1 A n'est pas marif avec a, ot si 4 préfirc o
1 son &pouse, c'est que a 1'a rejotd (point 2) ot est mariie
avec quelqu'un qu'elle lui nréfére (point 4).

En fsit, 1'algorithme donne le rfgultat optimal pour
ohaque homme, Chaque homme est mwarid de la meilleure fagon
possible: i1 n'y a pss de couplage stable dans lequel il au-

rait une &pouse qu'il préférerait & celle qu'il a d€jd. (T'est

une consSquence du point 1. Remarquez qu'on n'a pas utilisé
cot argiment pour prouver la validité de 1'algorithme, mals
seylement pour cette proprifité plus forte.)

Puisque la solution est caractérisfe comme Etant optimale
pour les hommes, elle est indEpendante de la mmfrotation de
coux-ci, méme si 1'slporithme leur fait jouer tour & tour 1l
réle de prétendant dans un ordre particulier,

¥n outre, le résultat constltue sussi la pire eolution

pour lsg fammag.
gorithme.)

R - W

(Dans tout couplage stable, chagque femmo ab- |
tient un choix Spal ou supSrieur & celul que lul attribue 1'al%

-.'#'ﬂlﬁl! et algorithms fomdomental 24

. Supposens Aq mariés par 1'alporithme, mais Fa
48s dans une autre solution stable oli o préfdre 4 1 5
doit préférer 5 & 2, ce qui contredit le fait que da
leure solution pour A.

.ﬂn algorithme peut @tre utilisf pour ohtenir la =ell-
on pour les femmes (et la pire pour les hommes) -

doivent alors faire l&s avances.

3! intérat

fait que "lo mellleur pour las hommes est le pire pour
s st un cas particulier d'un résultat besucoup plus

8i un couplapge stable contient le couple Az, et um

: tient &b et Bz, alors

bdg et

adlh et Bz4.

d'sutres termes,
n des conjoints ot moins bon pour 1'autre.)

tout sutre couplawe stable ost meilleur

ATION. Par définition de la stabilitf, la situation
. @ ne peut empirer dans la seconde solution. I reste
montrer qu'elle ne peut s'anfliorer pour les deux on

t.l-:xu

_‘Ht-l-diﬂ 2y Xg%o- Pulsque le premier couplage atable
pond mu pire choix pour X, c'est gque x, a obtenu un
choix.

s @5 Tp, b= ¥y €t supposons que A préfere B
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partenaire pour =, c'est que X, @ ohtenn un meillour ghoix.
Seit 2, lo conjoint de Yy dans ce second couplage stahle; donc
:zrl;rl. otc.

On obtient la suite

Remarquons que ce théordme s'spplique aux listes complé-
& 1'aide des #1&ments V ot u,

0% %% %=, .-+ dans lo premier couplage stablc, ' 3 comwbien d'Stapes cet algorithme sc terminera-t-1i7

Ty Tpmy Xprg ves dans le segond, s ce qui sc passe i 1'aide de 1'organigramme:

ol
Toa1ti®s B Xye1TrayXy pour tout k20,

Puisqu'il ¥ a un nomhre fini do personnes, il existe dos

entiers [ et ¥, 7 < &k tels que 7, = X,. Seit J 1o plus petit

Lalkialisation
3

ke eounies forads? _}
n$lm

I| fatre entrer Un adiea] homma

:- Lo prétendant fpit unz propositisn <

: : Nod
Pranifre procazition recue par celte faime? }—-—

enticr myant cette proprifté, ot, rour ce 7, soit £ le plus
petit des entiers tel que 7, = X, et X > 7. Omaz, =7, e
LY [l

plus, 7 = 0 sinon ‘ri'-l":k = rk-lrj apparaitrait dans le¢ second il

Cdldlrabiog éos narianed

couplage de méme que X, 2. (b'oh X = %poqe ¢0 qui contre-
w o "

dit le fait que J est le plus petit des ontiers J tel que

.i:i. = T_.‘_.] one 1% apparsit dans le second couplage, Mair

Kg = M dane Xoq = B. FEtent donn@é que *I("kxk-i' pn @ prouve

AnH.

1

CORDLLAIRE. Si un couplage stable est au moins aussi bom qu'un
autre du point de vue de chacun des hommes, le second est au
moins aussi bon que le premier du polar de vue de chacume des
Fommes ,

n \I.Ii

DEmonstyation du thforfme Fnongé pendant la premisre conffrencd

§'i1 existe un couplage stable contenant Az dans lequel «
sst 1o dernier chnlx de £ et A lo dorpier choix de g, alors
toua les couplages stables contiennent Aa.

DEMONSTRATION. Le pire couplage stable du point de vue des
fommes contiont 4 c'est aussl la meilleure solution pour les

L'indice lc long d'une fiéche Indigue le nombre total
tions effectufes par 1'slgorithme. Le nombre d'homnes
0 de fommes est » qul est une constante connue. Le nombre
otal de propositions des prftondants est notd ¥, et ce nombre



dépend de 1a structure des listes de préfrence.

11 est intfressant de connaltre la valeur movenne de ¥
lorsque leos listes de préférence sont construites au hasard.
Ceci fers 1'ohlet des prochaines conférences. Une autre valeur
intéressante est celle que ¥ peut atteindre dans la pire situa-
tion, Citte question cst ftudife duns los oxercices qui suivent.

EXERCICE 2.1. Prouver qu'su plus un homme obtient <on moins
hon choix {avec 1'alporithme fondamental),

[ConsSquence: 5'il exi+te un couplage stable avec doux hommes
(ou plus) qui obtionnent leur pire choix, il existe slors au
noins deux couplages stables.]

FXERCICE 2.2. Le résultat dec 1'ezercice 1| est le-meilleur
possible: dans certains cas un homme obtient son dermier choix
et los n-1 autres cbticnnent 1'avant-dernier choix de leur
liste, [Ains! 1e nombre total des propositions est au maximun
n+ (r-1Y(n-1) = uz -n+* 1.] 1

TROISIEME CONFERENCE

cette conférence, on estime le nombre moyen de
. faltes au cours de 1'algorithme fondamental.

age d'sbord le probléme suivant afin d'introduire

..,.-. importante, nécessaire pour la suite.

CA T N SRR TR
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D
;] A
10 2
9 R 3
8 4
7 )
6
Chague heure indique le muméro d'un paquet, sauf pour

le pagquet & 1 houre, appelé "As“,
le pagquet & 11 heures, appelé "Valet",
= le paquet ¥ 12 hevures, appel@é "Dame",
= le paquet au centre, appeld "Roi®.

Le feu conziste §i retourner successivement toutes les

cartes sclon la régle suivante:
- on retourne d'sbord la promidre carte du paquet “Roi”;
- on la dispose & son cmplacement sur 1'horloge (si c'est
un 7, prés du paquet 3 7 heures);
= puis on recommence la méme opération avec le paguet cor-
respondant (on retourne la premidre carte du paguet i 7

heures; c'est un As par exemple; on le dispose prés du

R [ S R

ant des diciuioma, mollestioms de acupors iz

. paguet MAs', ot ainsi de suite).

L& jeu s'arrfte quand on arrive 3 un paguet dont toutes
rtes sont Spuisécs. Ceci se prodult lorsque les quutre
% sont retournfs, On gagne si toutes les cartes somt 3

| Drapr2s un théorime de la théoric des graphes, |1y a une
gon plus rapide de suvoir #i 1'on gagne ou si 1'on pord:
dépend des dermidres cartes do chague paguet,
pmple la distribution des dernidros cartes:

3¢

Fnvisapeons

104 L

. ‘fdlh

109

3| ¥
5
.

Los arcs indiguent les positiens ol chague cartc disposée
fUr le cercle doit 8tre déplacfe, On obtiemt ainsi m graphe




e o EEEE HE T e B SR e RR—— e oo — - - -—T-—

36 Mariages atablen et deg dfsisiona, collections de cowpoms 37

=5, donc )" matrices de préférence Squiprobables.
dénonbrer lo nombre moyen de propositions de 1'mlgo-

51 ¢e graphe contient um cyele ou plus, alors le joueur n
perdu: on me peut retourncr toutes les cartes. 5'il 'y a pas
de cycle, le joueur va gagner, indépendamment de la position
des autres cartes,

La probablilité de gagner est 1/13. 11 y a deux fagons de
le montrer:

(1] une wéthode difficile consiste & Enuafrer tous los
arrungements du leu tels qu'aucun cycle n'spparaisse entre les
demniéres cartes des pagquets disposés sur le cercle.

(i1} wne mEthode plus simple wutllise le principe d'ajour-
wement des dfoisicma: "Ne faites pas sujourd'hul ce qui peut
Stre fait demsin." En particulier, le choix de la valour d'une
carte yetournSe n'a jamais hesoin d'8trye fait avant le moment

utilise le principe d'ajournement des décisions., Au
choisit 3 1'avance ss liste de préffrence parmi les n|
gs, chague prétendant se décide au dernior moment: 3
aouvelle proposition, il choisit au hasard la femne &
tte proposition s'adresse, Cecl consiste & choisir alfa-
-t une carte parmi les certes restantes.

ais 11 reste difficile de caléuler ainsi le nombre moyen
positions., 11 #st nfcessaire de simpll fler le

ol on la retournc.

On retourne les cartes selon 1ls rdgle du jeu. Une fouis
que lo quatriéme Rol est retourné, on découvre les autres car-
tes, s'il on Teste, selonm une régle guelconque, (Par exemple,
retourner toutes les cartes restant dans la pile des As, puis
dans la pile des deux, etc,) On a malntenant rotourné toutcs
les cartes du jeu selon un ordre aléatoire, (uand 1'arrange-
went initial des certes parcourt les 52! permutations du jou,
1'arrangement obtenu en retournant les cartes dans cet ordre
parcourt aussi les 52! permutations du jeu. 11 est facile
glors de dénombrer les arrangements gagnants., Le jeu est ga-
gné si et seulement si la derni¥re carte rotournfe est un Hoi.

On supposc que les hommos sont amifaiquss. Le moment venu
¢ une nouvelle avance 3 une femme, ils ont oublif &
i fenmes L1s ont d€jd falt une propositlion.
. Cecl revient & mélanger le jou complet avant que le pré-
: . ne tire une carte pour Faire wne nouvelle proposition,
dans lequel les cartes apparasissent powr Iz premiére
constitue une permutation alSatoire.
_ Lo nombre woyen ¥ de propositions sera le nombre moyen de
sropositions faites per les hommes amnésiques, diminué du
moyen d'avances redondantes. En frudiant le problime
AMplifié, on obtiendrs done une borne supéricure pour .
. Dans 1'algorithme fondamentsl, le nombre de couples
Etude du nombre moyen N de propositions ) ) -
A ts sugmente chaque fois qu'une femme Tegoit sa premiére

On cherche le nombre moyen de propositions faltes par 1¢% moposition. L'algorithme se termine dés que chaque femme a
prétendants suicessifs su cours de 1'algorithme de construction BLE deumndée su moins une fois. Avec des hommos smnisiques,
d'un couplage stable. On suppose gue la matrice de préference spasitions forment une suite alfatoire que 1'on arrdte
des femmes est donnde, ot que celle des hommes, en revanche, 85 que chaque fenme a € représcatéc.
est aléatolve. 11 y a, pour chaque howmme, ril permutations des Regardons ce qui $e passe sur un exemple. Soient quatre

P o L T :

[ "
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hommes 4, ¥, C. U, et quatrc femmes o, b, o, d, doat 1a 1iste
de préférence est donnde srbitraiTement

a W on

v
v

R

b O P B
[ I - B
=t B T
B I oy W

Considérons la suite al@atoire des propositions
d, b, dy b, 8, 0, 8, & &y @

qui va servir § tous les pritendants successifs, On Fait fome-
tionner 1'algorithme fendamental, chagque prétendant faisant sos
avances aux femnes duns ll'ordre de la liste

# propose & 4 = formation du couple Ad 3 1'essai.

® propose & b = formation du couple Ab & 1'essai.

o propose 3 4 = formation du couple Cd & 1'essai-

puisque o préfére C ad,

A deyient le nouveau prétendant,

A propese & b; pas de mouvesu couple formé, puisque

b préfére £ 4 4,

A propose & o = formation du couple de.

Coci revient 3 construire la liste partielle de préféren-
ce suivante:

4: d b o
Bt B
gt d
0 :

On continue ainsi jusqu'd ce qu'une svance soit faite 3
ls derniZre femme appsralssant pour la premidre fois sur la

1lste, t'est-B-dire a. gty
i et _.Mml-'h

R e PO, TSR g § [ TR et e O R S P
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I propose & o) refus de co.
U propose & b; refus de b.
0 propose & o; refus de 2 i nouveau.

- est la premire proposition redondante,

D propose & J; refus de 4.
o propose i @ = formation du couple Da.

rableau partiel des listes de préférence ost finaloment

A3 d b o
8: b
ci: 4
Dz e ¥ d @&

positions ont &tF faites, dont une redondante.

A TUOT s qu'il est inutile de construire des listes de
nce complétes, puisgue avec 1'algorithme fondamental, on
® souvent un couplage stable avant d'aveir censulté toute

etrice de préférence.
La longueur de la suite nfcessaire pour obtenir ainsi un

age stable correspond au nombre de propositions faites su

rs de 1'algorithme. La longueur moyennc de tolles suites

spond donc au nerbre mOYen § de propouitiona (avec amné-
Uine suitc pernet d'obtenir un coupluge stable quand

tes los fommes y ont apparues au moins une fois. Calculer

ribution de la longueur d'une tolle suite constitue le
i de la colleotion da coupome.

qu'on achéte wme boite de détergent, on obtient un
' Conbien de boltes doit-on acheter, en moycnme, pour
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EAEMPLE, Ici m = 10; on cherche tous
dans les développements décimaux de »

los chiffres 0,1,2,...,9,
et de a.

S 4T ENIRI NS HI 13
5 3S T4 62648353585
2 7950
ERETETIEELTEETEE L
2 3536

Précisons d'abord les notations. Soit Py 1a probabilits

qu'exactement % boltes soient nfcessaires. Tosons

CARE S PR T ILEED
Py * By * Py *-
p‘s - P‘ *aun

12'
-

3
% bl R Pirel tons
Alors g, est 1a probabilité qu'au moins % boftes soient
nécessaires, ot on &
R L L R T
Le nombre moyen de buftes utilisées est par définition
F]. * ZFE’JFS *avw 'Ql * 4, 'qs Foas

On décompose le probl2me en n &tapes successives. A
1'étape m, D < m < 5, nous sommes déji en possession de m cou-
pons, et on cherche le nombre moyen de boites qu'il faut ache-

ter pour obtenir un coupon supplémentaire. La probabilits
d'acheter une boitc ou plus est &videmment I. (71 faut ache-

e Lwrr- 2 b

pement dec dicieioms, colieetions de cowpons 41

pins une boTte pour trouver un nouveau coupon.] La
ité de trouver, chaque fols que 1'on achdte une nouvel-
, un des m coupons déj& en notre possession est m/n.

pour 1'Etape m

‘?1']
"
& a1
2
g " G
+ + - =l454- (ﬁi‘; s £
L Th s Wadad R n Y onem’

numhre moyen de boites d§ acheter pour obtenir les %
15 est donc

PO SN o = o
A0 n-l w2 "7 H-(n-1)

1l
:

= n{l + %--; oLk %] =nH"

{H_ est la somme des » premiers termes de la afrie harmomi-

On & trouvé wne bome gupdriewre powr la nombire moyen de
itiome ] faltes au cours de 1'algorithme fondamental
ttant d'obtenir un couplage stahle: Fn effet, 1 longeur
e d'une suite alfatolre de fommes telle que los n fomme:
aissent toutes au meins une fois, correspond au nombre

' de boTtes 3 achetor pour obtenir les n coupons, solt
Mais

E

=1nn"f&-}ﬁ--;:?¢e.

-
4

“ﬂu‘

" ] gro—
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oli 0 < & <« -IL;. v est la constante d'Euler et in désigne le
logarithme en. Donc, pour n assez grand, le nombre moyen
de propositions i est azymprotiquement équivalent & n 1ln n.

On peut raffiner ce résultat en considérant un modBle avec

amdégie partiells,

Amnésic partiellc

On suppose muintenant que chaque homme a toujours une trds
nauvaise mémoire, mais qu'il pecut néanmoins se souvenir du fom
do la fesme qui vient de le rejeter. Ce modéle dosne une meil-
leure borne supfrieure pour le nombre moyen de propesitions.

(uand une proposition & &tE& faite i fonmes, 0 <m<n,
le nombre woven de propositions & faire pour proposer i ume
(el) -iBme femmo peut tre calculé en modifisnt légérument Lo
schéma de la collection de coupons:

#l"l

w B
92 " %

. mml
9 " moa-1

] m-1,2
qil n{u-ﬂ

ol .l 2
qltqzq-qlt...-l-tg-[lc:-:rtfﬁ-:}] *uas)

b

n=-m

m
nin-mn

La probabilit€ de faire une proposition ou plus est Evi-
demment ¢, = 1, Lla probabilité que la premidre avance solt
faite ¥ une dos m fewmmes cst E La prohabilité pour que les
autres svances soient faltes B une des m-1 fenmes parmi les
n-1 restantes quand on retire de la liste 1a fesme qui vient

i) dia i
24 412‘“3.‘.-.-..- e

i Suaabaid o la e n s 7

ent dea dfaisdons, collections de eoupone a3

m=1

fejeter Son prétendant, ost Z—-.
Le nombre moyen § de propositions se calcule facilement:

2 2
. - -(n-m)
£= E ‘:Iﬂm 15]?&?‘! 1”Ml:‘l:‘l"!
=R .3
Lo [I:Em 4 " [ugsr ‘

= (n-1)E, + 1.

phticont donc le résultat suivant:

: Pour toute matrice de préférenco des femmes, le mon-
wen de propositions faltos su cours de 1l'algorithme abou-
t & 1s solution optimale pour les hommes est au plus

e 1.

nsi chague homme fait au plus approximativement In »
line fomme recoit approximativement
Elle cbtient donc un choix mu

dons, en moycnne.
nosbre de propositions.

grant donné la matrice de préférence des femmes
a A B €
by B C A
& kB

Yes 216.< (807
T yu'il ¥ a exactement

choix possibles pour les hommes.

48 matrices demandant 3 propesitions,

72 " " 4 L1 B
'ﬁe Lo L] 5 o =
in " " @& " i

L R T



& matrices demandant 7 propositions.

[Mnsi le nombre moyen de propositions ost 4 + 5/12; la borne
supbricure est iy + 1 = 4+ 8/12.)

FXERCICE 3.2. ftant donné la suite de femmes A b dbhache
4 2, d6terminer 1a probabilité pour que & pronositions redon-

sont smn’siques et la matrice de préférence des femmes
aléatoire.

PR e g il v e an s Ll " g e I amatei

Mariages gtables

dantes soient faites, pour chaque & = 0,2,2,..-s si les hommes

o
E

T

QUATRIEME CONFERENCE

DEVELOPPEMENTS THEORIQUES;
APPLICATION AUX PLUS COURTS CHEMINS

"jawd'hui nous allons examiner les points suivants:
Revue rapide de la thEorie des probabilités discrites.
Etude de la variance dans le problime de la collection
de coupens.

5, Algorithme fondamental de couplage stable: &tude du
cas le plus défavorable.

Application & la détermination du pluz cowrt chemin

] ﬁi}:lt ¥ une varicble aléatoire dicerdte, premant ses
surs dans 1'ensemble N des entiers positifs ouw nuls.
"l: 1a probabilité que X = ¥; donc P, * 0, ot

pl . P‘I Foae = 11
La fonction génératrice pour cette densité de prohabilité
t la sérle

" i;up"'h'

" F(a) = pp * P12 * ;11;2' >
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Remarquons que #(l) = 1.

ta valeur moyonne ¥ ot la varisnce V(X) de ¥ peuvent Etye
calculéss § partir des valeurs des dérivées de la fonction
pénératrice & & = 1. Nous avons

Ce résultat cst indépendant de la densité de probabilit®
iy, Nm 1'appelle L'indgalicd de Tohdbichey (rosultat di
3 J, Biensynd). Ainsl dans 99% des cas les infgelités
sont vérififes:

P(a) -3?.;.4{-'1:*?252‘”. = Fkl’hi 60K - 100 £ X5 B ¢ 205,
k=0

B NETHRATTUN . la probabilité | X-E(¥ o p

P'{:}-F]*szl*3:3312 "”';:Iu pr‘k 1= . n?ﬂo Soit p la p ilité pour que (N1 > m

2 ' 31 P ]

E'(z) = 2:)2 + 6pym * ljpagz Fale @ *E.n Jc{k-},]?kak-i‘ VX = F[l‘.Jf-E{Iﬂz]
®
> pima)® & (1-p) ¢ 0
Spit F(N) la valeur moyenneé ¥ de la variable al&atoire ¥; on 3
- pmV(D),
BN = 1 kpy, = F'Q1)

Ko §e-2-dire, p < Un’.

Ls variance V{¥) de la varishle aléatoire ¥ est définis comne
ftant la valeur moyenne de (X-F [.l')jz, soit

: 35 aléatoires indépendantes

Soit 7 une autre varisble sléatoire, telle qué la proba-
que ¥ = k soit qg. Lla fonction génératrice correspon-

2
Vix) = [&-B(X})
::Eﬂ P

i ol 2 &
- k. = 2E(D) kg, + E(X) P Q(z) = [ G4 -
kio Pk kgﬂ R ;;Eo k wso
Les variables slfatoires ¥ et ¥ sont indEpendantes si la
babilité que X = j et ¥ = k est p.g,, pour tout J ot k.
' Si ¥ et T sont indépendantes, la probabilité que Xe¥ =m

i 2 2
= k(k-1)p, + kp, = E(NDT + E(D
ﬂcgu P kizu k

= Bo(1) « PUL) - BT 2.

Signification de 1a variance

» = + “Lt + .
Soit o = WWiA) 1'écart type do la variable sléatolre X m =P Bl Fett " T
pour la densité de probabilité p,, E=z0.
Pour tout m = 1, la probabilité que |X-E(X)| > my est
infiriewre @ L',

Dans ce cas, 14 fonction génEratrice de la nowvelle varia-
® sléatoire X+¥ est lec prodult des fonctions pénératrices de

Gt e SRR L i - _m_. 3
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1 densité de probsbilité, car E'ﬁ: » 1 sauf sip, = 1.
‘Pulsque p, = 4,9, » 00 ®

j EY.L57 [j,zm w]~“
+k=m

’ [;Eu Pjgj]lﬂgu q*'k]

= P(a)@(a).

X
Pix) = (.- 1s
) &Eﬂ ® q:ﬂl

k-1 kel
= J g -n A
ggu K P£E Lt

Pour toute fonction génératrice P(a), on Eerit = 3(s) - I'I{f-‘fu] -gLal)s

e, puisque 3(0) = 1,

) = P (1)
V(R) = PO(D) + PPOL) - PR

sP{z) = (s-1)G(s) » 1.

On peut montrer que A
érivant cette relation, on obtient

e(Pq) = ¢(F) + e(q),

v(FQ) = v(B) + v(d). P(a) + =P'(a) = Qz) + (8-1)Q"(2)

2P (s) + 2F(8) = 2Q'(=) + (2-1)4"(3),

DEMONSTRATION., On a
(Bg) ' (z) = P'(a)Q(x) + P{2)Q'(x) e(F) = Q(1) -1 S

(PQ)"(z) = P(£)G(a) + 2P ()Q'(8) + P(NQ(2). V) - 2071 + Q01 - @, -

bone
(B0 ' (1) = B'(1) + ¢ (1)
E ) ¢+ ') - E) '’
= PU(1) + 22'(NQ'(1) « @'(1) + P'(1) + Q'(1)
-rr? - et - @'’
. P1) + B - BYDE e @) ¢ QYD) - @

‘Soit F () 1a fonction génératrice de la variahle alfa-
je: ‘nombre de boites qu'il faut acheteér pour avoir un
-iZme coupon quand on en a dEj& m'. Les varlables alfa-
 correspondantes £tant indépondantes, on a

B(z) = Py(81B(8) «or By y(8),

Distribution cumilée

Mtatribut Ee o(F) = eFy) + 8(Pp) *+ees €(F, ) (3)
Soit ag = Py * Py 4... la probabilité que T 2 k: La

fonction génfratrice @(x) = Gy + @y* * qznz #... no correspond v(F) = ¥(Pg) & V() ve.0v ¥, 40 (4]

gk oL it f B Ly o AP g d ...M -
— Lo b L
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que lz probebilité d'acheter plus de an/(n-n) boltes est

s Ay '"’ * [E'zzs RS (r—jmftr‘-ﬂl —
p (5) = {mzm)E eom/ (n-r)
" n-mg
" n® &® > 1+x pour tout i, et on peut prendre & = -(n-mi/m.
L=l Wi m ‘est grand, certe estipation est hien meilleure que cel-
r 1'infgal ité Jo Tchébichev.
HF:«} = i%i’ v(Pm) g ﬁf' Lo :::Eruns miaintununt te processus de collection des cou-
son ensemble. La probabilit® qu'il faille acheter
Om cbtient donc & 1'alde de (1), (2), (3) et (4) mﬂ.’ boltes est au plus Egale B la probabillté qu'il ¥
xmm une Stape m dans laquelle plus de om/(n-m) boites
e() = ] ;—i' ni, = nlnn e G(n); stées; catte soconde probabilité est mu plus me ",
e s cholx @ = & In n, on obtient le résultat suivant:
vin s 3 2Emanlo e Selady cnedenaed k. ) )
limn  m 2 n OREME. Lla probabilité d'achetor plus de Onif In = boftes,

'lz 2 compléter la collection de » coupons, est au plus
e -nlnn+ 0GR,
| Llindpalinf de ichebicher, qu. ne donne gqu'une bomme supe-

La notatlon O(Ff(n)) représente une fonction dont le quotient B e lfcztln: r} R PANEERA -

par f(n) reste borné pour tout n assex grand.

| Mous avons maintenant démontré gue le mombre de proposi-
n'est nettement supdrieur A ni, que rarcment, méne avec
honmes anmmfsigues. Mais qu'en cst-il dans le cas 1o plus
‘y able: combien pout-i1 y avoir de proposltions? (Cette
iom n's do sens qu'en 1'absence d'ammésie, bien sOr.)

AnGliorstion par rapperi & 1'inégalité de TchEbichev

Pulsque 1'&cart type est WiP) = 0(n), on déduit de 1'iné-
galité de Tchdbichev que le nonbre nmoyen de propesitions est
presque toujours nE + O(n) quand les hommes font des avances
aléatoires avec ammésic, Muis cette infgulité s'applique &
des distributions srhitraires, et dans des cas particuliers of
peut souvent obtenir des résultats plus forts,

Considérons pur exemple la distribution engendrée par
Fm[l]. La moyenne est n/(n-m), et 1'&cart type A/ (n-m) ;
1'indgalité de Tchébichev nous dit done gue la prebabiliteé
d'acheter plus dé on/(n-») boftes avent d'avolr le (mel)-iéme
coupon est au plus nfn(&-l}z; pour tout @ > 1. En fait nous

e,

8. Algorithme fondamental; Ftude du cas te plus défavorable

Of résout maintcnant les cxercices de la deuxi®me confé-
Un homme au plus arrive & la fin de sa liste, puisque au
st ofi i1 falt une avance 3 la n-iSmo femme 1"algorithae
(Toutes les femmes ont £t nommées.)

U e by
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Les n-1 autres hommes font chacun su plus n-1 propositiuns,

3 Wositions, et sont marifs respectivement avee b, o, d ot &.
Le nombre total de propositions est donc au plus » ¢ (n-11° =

3 que ces fommes ont obtenu leur meilleur choix, Uuelle
noenel, t 1a liste de préfércnce de la femme a, lc couplage sta-
Remarquons qu'une femme (la dernidre citfe) regoit une enu est optimal pour les femmes.
seule proposition, Leos n-1 autres femmes doivent recevoir »

propositions chacunes. Le couplage stable sinsi obtenu est up. court chemin dans un graphe

timal § la fois pour les hommes et pour leos femmes, donc uni-

‘Saient » villes 1,2,3,...,n, Telies cntre elles par des
de lomgueurs domnfes. Scit Lﬁ ls longueur du chemin
de 1a ville € & la ville §. (5i 1'on ne peut allor

sent de 1 & 7, on notera L{:‘- = =,] 11 n'est pas nces-

e
Volel un exemple ol cecl se produit:

P ada a a i liste srhitraire '
frc que L 3" Lyas

B: @@ e b a by B e b A - o it )
c: @ b c D E A B lin alporithne Important, 4@ & E.K. Dijkstra, donne la plus

: @ 0 a P - E

. e distance de la ville | & checune des autres villes.
A o iin. S SEpti I iporithme peut 8t Tigué 4 d'sut quas
- cet alpory L o &8 ButTes a

r: Qo desa C R AR S R Y - ! : FEARA

s ne relevent pas de la clreulation routidre: temps minimal
-"n':-Ewtur yne séric de tiches, cte.

Définissons d'abord les variables utilises au cours de
(0n dira que la distance entre la ville 1 ot une

A propose A b; formation du couple Ab @ 1'essal.
B propose i o; formation du couple Be & 1'essai.

¢! proposc & ; formation du couple COd & 1lessai, algorithae.
re ville ; ost connue quand on aura déterminé le plus court

in de 1 & j sur le graphe.]

D propose § «; formation du couple De & 1'essai,
E propose & b; formation du couple Kb & 1'essai,
puisque b préfére # § 4;

A dovient le nouveau prétondant.

4 propose 3 o formation du couple de ¥ 1'essai,

A ¢ ensemble des villes doent ls plus courte distance
3 1a ville I c#t connue,

" B i ensemblec des autres villes.

puisque o préfire 4 & I; @, = plus courte distence de 1 1 4, queand on passe
& devlent le mouvesu prétendant.

g propose 4 d; formetion du couple Hd & 1'essal,

uniquenent par les villes de 4.
k : vyille passant de 5 dans 4.
puisque d préfere % i &
2 devient lo nouveau prétendant, et ainsi de suite,..
jusqu'd ce que a regoive sa premidre proposition de
la part de A.
L'algorithme s'srréte gquand 1'homme A st arrivé & la 7i0
de sa liste. Les hommes B, ¢, I et F ont fait chacun quatre

L B “il

B~ 0; 4+ (1); B+ {2,...m)
£ €5 falre d'{-i-ﬂli;
& est non vide faire

" ATELnEe
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5 Mariages atable,

début & « ville de ¥ telle que d

e min{dili € B};

s villes sont nunfrotdes de 1 (Qufbec) & 10 (Montréal).
jstances sont indijufes par un nombre lo long de 1'arc

B+ {kl; 4«40 {k]; . -
t deux villes.

i " 125 o~
pour i = B faire d'l: li-ﬂ-l:d::ldk Il’.‘i] e
o dsation

(L'instruction A « S\[k) retire 1'€1ément & de 1'onsamble 5 ° n chemin de Québec & une autre ville n'est encore

:lr +ﬂ; \"‘ {1]; B*{21-|-|1u1.‘1

EXEMPLE. FEtudions le fonctiomnement de 1'algorithme sur 1'egeq. 1

ple suivant:
s'apit do déterminer le plus court chemin de (uébec aux 9
e de B~ (2,3,,..,10}.

les seulcs villes rellifes directement 3 Quibec sont Val-
r, Trois-Rivifres ot Ashestos, donc :-‘__, - 3 :i"1i * 1y &, %4

Juésee

@ ur les autres villes,
Nal-d'or (2 4 ) Ashestos i

étape

 Puisque 7 n'est pas vide, on exfeute la séquence d'ins-
fuctions comprises entre début ct fin.
. La ville 1a plus proche de Québec est Trois-Rividres, done

Irofs-Rividres

k+3 HeB\V3}; &4+4ui3.
Morin Hetonts (5 7) sherbrooke
Dn retire 3 de 1'cnsemble i et on l'inclut dans 4, parce gu'on

onnait ls plus courte distance de Québec 3 lu ville 3 cowme
l sers démontré par la sulte.)

Pour toutes les autres villes de 3 (ici pour les villes
2,4,5,...,10), on cxécute 1'instruction

t &0 faire d, « min(d,dyrls.],

e calally

me ville de 4 = (1,3} =t menant pux villes de 8. On obtient
le tabloau
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Villeos de 8 Villes de A4 r des villes de 4) est malntensnt 1a ville (4, et & « 43
-... ; - U I'I-'
52-2 t_rl=u BA{d}; A - 4 U {4)
On omet le tableau puisqu'il n'y a sucune amflioration des
d‘ - d; =4 ances di’ £ €0, (n & simplement fait passor @} dans A.
"{5 =7
"-5'6 =6

keT; EBedMTH A«AV{TH

d?-d

(Pour les autres villes de 5, a"i reste =, )

: maintonant stteindre (3 (dy = 11) mais sucune autre
tance di‘ i € i, n'est améliorée.

Deuxidme Etape nquidme Stape

L'ensemble U est toujours non vide: 2 = (2,4,5,...,100.
La ville de # la plus proche de (udhec en passant uniquement
par des villes de 4 est donc la ville(@, et k « 2; B« B\(2h
4+ AU (2}, Le nouveau tableau obtenu est

A+ B+ {6} A+ AU {6}

L anéliore dg ot on peut atteindre @ et f}rﬂ_y , comme le mon-
@ le tableau suivant:

Villes de B Villes de 4
2 Villes da B Villes de A
d, = & d, =0
¢ dg =15 dy = 2
dﬁ - B d.s = 1
afg =8 ds =]
&y
djg = ¥ dy =4
(Le chemin pour aller @ Morin Heights via Val-d'or n'est pas d'ﬁ =6

plus court gque celui vis Trois-Rividres, donc d’s reste inchan-
gé. Pour les villes de F ne figurant pas sur le tableau,
d{ = n.}

4

Ju

Montrons maintenant que o, est la plus courte distance de
@ la ville k, au moment ol % passe de P dans A. S'ily
@vait un plus court chemin, il devrait nfcessalrement passer
r une autre ville de & que k. Mals toutcs los autres villes
e B sont su moins aussi loin de (Québec que %, ot toutes les

Troisiéme &tape

L'ensemble ¥ est toujours non vide: F = {4,5,...,10].
La ville de @ 1a plus proche de Québec (on passant uniquement
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" Les nombres encadrés soat les distances des plus courts
sins deo Québec 3 la ville considérée, On a indlqué 1z lon-
 du chemin entre deux villes, seulement si cet arc est par-
duns la solution optimale.

Le temps moyen d'exfcution do 1'algurithme do Dijkstra est
ficile & déterminer exactement. Envisageons alors le modEle

distances sont positives ou nulles.
Quand 1'algorithme se termine, le tablewu des valeurs J.,
i= 1;2.-..;1“. ost:

Pour chaque ville £, choisissons aléatoirement les
wyilles f qui lul seront telifes sur lo graphe: Tan-

~ geoms cos villes dans 1'ordre des 't'ii crolssant

. (pour chague ville €}, On obtient ume permutation

~ al&atoire.

" Psr exemple, on choisit le nombre d'arcs lssus de chaque
le sclon une certaine loi de probabilité. On détermine em-
ite aléatoirement los villes relifes entre elles par ces
Supposons que lcs distances sont des varisbles slfatoi-
ydépendantes ayant méme densité de probabilité.

Pressons une liste de préférence pour chaque ville ©, en
igeant les autres villes selon l'ordre crolssant des Ly,

‘listes sont mnalogues i celles de 1'algorithme de couplage

table. On pourrs ainsl &tudier le temps moyen d'excution de
'algorithme de Dijkstra, & 1'aide des résultats obtenus dans
ude du probléme de ia collection de coupons.

L'algorithne de Dijkstra peut &tre modifié de fagon que
gope ation di - ’i“{di"?k"ski) soit retardfe jusqu'au moment
i ellc dovient nécessairo. On obtient un algorithme de Ia
forme suivante:

A+ (1); B« (2,....0);

s 0 non vide faire
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BRCICE 4.3, Soit ¥ une variable al@atoire discréte, ot p, la
abilité que ¥ = k. La fonctiom génératrice de Dirichlet

¥ « premidre ville sur la liste de ¢;
offacer k de 1z liste de 1i;
si X € B alors faire passer & de F dans 4

Fy

f£in, I -
W

Plz) =

Remarquons 1'anslogie avec 1'algorithme de couplage stable,
la ville k& joue le rBle de la femme @ qul on fait une avance.
l# critére de refus n'influence pas 1'analyse qu'on wveut faire,
L'important est gue la variable k soit cheisie alfatoirement;
minsi 1'analyse du probléme de la collection de coupons
='applique & 1'algorithme de Dijkstra de la mBme fagon qu'au
problédne de couplage stable: le nombre moven d'étapes, dans
cette seconde formulation de 1'algorithme de Nijkstra, est au
plus = . On peut momtrer que 1'algorithme, utilisé n fols
pour trouver les plus courtes distances de 1a ville £ i la
ville 7, pour tout ¢ et j, demande un nombre moyen d'Etapes de
1'ordre de 2(n log n}z.

rquer que P{0) = 1.

{s] Exprimer E[(X), ¥(X¥), et E[fln XI] en fonction de P(z)
ses dérivies.
F (h) Soit ¥ une variahle aléatoire indépendanto de X, Sa
mction géntratrice de Divichlet est Q(z). Quelle ost la
pmetion génératrice de Dirichlet du produit N=¥?

~ Bxprimer E(ZY) ot V(7] en fonction de E(0), E(T), V(X) et

EXERCICE 4.1, Combien de propesitions soat faites dams 1'ulgoe-
rithme de couplage stable quand tous les hommes ont exactement
la m@me listo de préférence pour les fommes? (Les choix des
femmes sont arbitraires.) Le couplage stable obtenu est-il

uigque?

EXFRCICE 4.2, Combien de propositions sont faites em moyennc
si 1a matrice de préférence des hommes est

£A:ab od
A: b o a d
£: e abd d
p: & b o @d

ot #i celle das formos est alZatoire?

JH- fag
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CINQUIEME CONFFRENCE

 RECHERCHE DANS UNE TARLE PAR ADRESSAGE DISIFRSE:
COMPORTEMENT MOYEN DE L' ALGORITHME FONDAMENTAL

. Soit wne unité d'information & dont o cherche 1'emplace-

1t dans ume tahle. tne méthode conventionnelle comsiste A

. les informations de 1m table dans un certsin ordre,

. & rechorcher systématiquement t'unité d'information o,

» exenplc, chercher mn nom dans le bottin té1éphonique. )

~ lme technlgque plus officace, appelfe hoaling en anplais

b Barhage on elnegrass? digpereé en Erangals, eat utilisfe sar

m ordinsteur. Si 1'on dispose da  pors-mbmolre, ol & ost

grand aue lo nombre de domnées, alora certalns oriplace-

ents sont vides, d'autros contiennent les donnfes. Huppesons
ensemblc de toutes les donnfes possibles extrémement prand,

beaucoup plus grand que le nombre de sots-pémoire n. (Il v A

r exemple 26% noms de 6 lettres, mais seulement quelques

s doivent spparaltre dans la table.) fm assncic & chaque

unité 4'information un nosbre compris emtre 1 et =, un nonbre

ul d&sipne son emplscoment dans la tahle.

Dars ce but, on utilise unc fonction it(x) qui associe i

un nom x une permutation de (1,2,.. st}

w‘ ' i'.
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&+ alx) = k() Ryls) ... R (=),

in pratique, il est possible de procider de telle sorte
que chaque permutation obtenue soit al@atoire (avec la probabl-
1ité 1/m!), indépendante des permutations associfes avec les
futTes noms de la tabls.

Pour trouver » dans la table, on ¢herche dans les cases
hlf:cj, EI{J:},... jusgu'i ce qu'on trouve r (recherche couron-
néie de succés), ou jusqu'd ce qu’'on arrive @ une case vide (re-
¢herche vaine). Dans le second cas, on peut ranger lc nom =
dans cette case vide. Ainsi pourra-t-on le retrouver par la
sulte.

EXEMPLE. Icim = 9 et ]1a table contient six noms dont les per-
mutations sont

Mok v o8
T T T
(L~ 0 LE = L [
oD [R7.7 (=] o Bd
- i ==
i e -]
b | wn =] [=]

L=}

o
+
L
L]
iwj N
=
W N M

a e W
—
L ]
L3 BT -
o

Apr3s avoir ins6érf les six noms dans la table, on obtienmt

2 3 ) 5 6 7 B 9
r

T ®g

Ts

3 | %%

51 on cherche %4 Par oxemple, on le trouve en deux Etapes.
On & besoin seulement des nowbres soullgnés dans chaque permu-
tatlon. Si on chorche un omplscement pour n nom x, dont la

R v

b, . il e

ineosage disporas, comportement de 1 alzorithme 65

r?-r? L B

s aprés trois essals que =z, n'est pas enrogistré. Si
place dans la case R, on peut le retrouver em trois Gta-

de rocherche d'une information

[ Quand on ajoute un (me1)-iéme nom & la table, quel est le
e moyen d'essals avant de trouver ume case vide oli le pla-
rf (Ceci donne le nombre moyen d'étapes pour le TotTouveT
suite.)

On peut formiler cette question 4'une manidre fquivalente:
ol cst le nombre moyen d'6tapes J'une rechercho vaine, quand
' ._ ble contlent = noms?

~ Soit qg 12 probabilité qu'un nombre d'ftapes » k soit né-
' n a

)
-
|

—

£
(2]
"

|3 J)E A|A

ﬁ'f(T"j" sont les coefficienta bindmiaux. La valeur
!ﬂrlnm du nombre d'Etapes nécessaires pour placer le (m+1)-
iZme nom est
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} &t€ obtenuc. La vfritahle valour peut en falt, &tre heaucoup
us petite.
tateulons le nosbre moven de propositions dans un cas piar-
aller, quand les fewmes ont toutes la mlme liste de préfé-
¢, &t que los préférences des hommes sont al@atoirves.
. lLe nombre total dc propositions ne chanpge pas quand on mo-
dific 1a mmérotation des hommes. Supposons que le prétendant
¥ soit successivement le premier préférd des feames, lsur se-
sond préféré, etc. Chague prétendant propose donc aux femmos

qu'i ce qu'une nouvelle femme soit nommfe. Vou! aa razse

e dong 1 'adresaage diapersé,
* Retournons i 1'exemple préciédent en supposant qu'il y ait
9 hommes ot 9 fommes., Les #ix premiers hommes {X].I?.....Xﬁ]
t JEjA "casfs': la case qu'ils occupent correspond au numéro
 leur amie. Le 7-iSme homme propose aux femmes 7 ot 1, qui
usent ses pvances [les cpses 7 et 1 sont oecupfes). La fem-
me B, nommfe pour 1a premidre fois, acceptera X,
On peut utillser les résultats prfcfdents. Lec nombre
de propositions Faites par le (m+1)-iSmc homme est %.
le nomhre moyen total de propositions est:

o Sl Sl el
3 | R R s | B R
("’_‘;11);(:)= nel

n+l-m

5i 1a table est 3 molt|E remplie, alors deux &tapes en moverne
sont suffizantes pour Etablir gqu'un nom n'est pas dans la
tahle.
La variance peut #tre calculfe d'une manidre analogue.
m obtient
(el )m{n=-m)
[m-l-m]:l_'mz-m} '

Lorsqu'il ¥y & m nons dans la table, le nowhre moven d'fta-
pes pour trouver un des noms présents dans la table (choisi au
hasard) est

el M4l A+l i+l

1
T B S U

nel
=7 Unerpr

Soit o = %, alors le nombre moyen d'ftapes peut s'dcrire
quand » -+

|'r|l-1](r= :T L‘l o+ %]

= 1 + (n2l) {Hﬂ-l]
1 1 1 B B
i~ in [i-:u-] " ﬂ'[;]_ (H*‘I}.rfu
Par exemple, lorsque la mEnolre eat ﬂlplii i 90%, le nom-
bre moven d'étapes est seulement de 1'ordre de 12 10 10 = 2.56.
mime si m et n sont trés grands (m = 900 000; *: = 1 pon 000).

- Ca nombre est infériecur de n-20, + 1 4 1a borne supfrieure ob-
- tenue pour le modEle avec amnésle partielle. Nous sommes con-
duits 3 faire 1a conjecture sulvante: Le nombre moyen de pro-
positions, quand les préférences deos femmes sont fixFea et que
celles des hommes sont zlfatolires, est toujours - [.'H-IIFH-H.

Fn fait, &tant donnée n'impoarte guelle matrice de préffrence

Lianigson avec le probl@me de couplage
Une borne supfrieurs pour le nombre moyen de propositions

ok R -

e - Ly
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pour lés femmos, la probabilité que le nombre de propositions
faites par les hommes soit = ¥ est minimale quand les femmes
ont la mBme liste de préférence. (Fvident pour ¥ = n+2; on
peut le montrer pour k = m+3.)

Valeur asymptotique du nombre moyen de propositions dans l'al.

gorithne fondamental

D'aprés la conjocture cl-dessus, on peut s'attendre & ce
que le nombre moyen de propositions soit voisin de 1a borne
supfrieure (m-1)7 x ¥ 1. plutdt que de notre hypoth&tique borne
inférieure 1'.‘:”1}.'-',l - n., En réalité, ceci peut 8tre montré, ct
I'on arrive an résultat le plus Iwportant de cette sfrie de
conférences.

THEOREME. Etant données des matrlices de préférence aldstoire
pour les hommes ot pour les fenmes, le nombre moyen de proposi-
tions dans 1'algorithme du couplage stable est

fl, + 0(log m*.

Jusqu'ici nous avons procfdé par dénombrement (approche
combinatoire). Dans la démonstration du thBoréme fondamentsl,
une approche probabiliste (aussi appelfe approche homproise
puisque développfe par ErdBs, Rfnyi, etc.) est utilisfe. On
majorera la probabillit® des cas peu fréquents, de facon & ne
considérer que les situations les plus fréquentes.

Soit = Sm(in m)? - 5, On d6finit 1z eondition

Condition C: Il ¥y a au plus M propoaltions.

{Nous verrons plus loin comment M a &t& choisi.)

Soit p la probabilité que la Condition C soit satisfaite.
Supposons que les hommes soient amnfsiques. Lorsqu'on exécute
1'algorithme fondamental, chaque femme classe um homme gu

R .

N TR— T

\dreaaage dispares, somportamemt de 1'alporithme (]

oment oli ce dernicr lui falt une premidre proposition. A co
ment elle classe le nouveau pritondent au hasard parmi les
qui lui ont diji fait des avanges. Soit & le nowbre de
smies propositions et 7 ¢ nombre de propositions redondantes.
varisbles i et © sont al#atoires, mais ne sont pas ind®pen-
gantes; quand ¥ ¢st grand, 7 tend § 1'&tre. On connuit 1z
-'m moyenne ot la variance de ¥ + 7, 3 purtir des résultats
ugr 1s collection de COUPONS .
La probabilité 1-p que # = M est infErisure § Ia probabi-
26 que ¥ + 7 * Y. Du théor¥me #noncé dans 1o gquatridme
férence, on déduit que 1-p = -'J['l!r::!. Le nombre moyen ¥ do

yéritables propositions ost donc

p * (7 quand C est vraic) + (l-p) » (V quand C est fausse)

= (¥ quand C est vraie) » El-p}nz
a (¥ gquand C est vrale)] + 2(1).

reste 3 montrer gue le nombre moyen de propositions suand C
@st vrals est n.?.-‘ﬂ + {lop ':}4' Ceci résultera du feit quo

T fquand € est vraie) = ?(log mt,

car ¥ + § = n.ﬁﬂ.

Y Soient ”A et 7, le nowhre de propositions faites par A.
‘La distribution de ces variables ne dépend pas de 4; donc
7= niv, et F « #fl,. Montrona que le nomhre de propositions
redondantes faites par un homme 4 est 2({log rr)‘r"".}.

_ Soit Py 1s probabilité que a‘d = &, quand la Condition C
. est vEriflée. 5i .'i'd = %, la valeur moyvennc de R, est

1 k-1
ﬁ;—‘-i- *yaah “-[ -

Ao

100 =
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ear le nombre moyen de propositions redondentea faites entre
la m-iéne et la (m+1)-i2me vraic proposition est

i s, 2 _.n
=

Le nombhre moven ﬁ.-t de propositions redondantes faites par
A, qusnd C ast vrale, est donc:

Ry= I pg (%)
e " L P

(21-95) (1) + (g5-04) F(2] + (94-q,) (3] *..u

= a1 + 2,(F(2)-(1)) + g5 (F(N-F(2)) ...
o 1 2 n-1
"hEt g T e Y

ol g = Py * Py, *revs O8 G v 0. Pour majorer 'FEA' on va
=ajorer gy, 1a probabilité gque #.d = k quand C est vraie, par

is probabilité que R+ RA 2 % quand C est vraie:

g 5 1-0),

ot 1-¢ est une majoration de la probabilitf qu'une avance de A
3 une fomme alfatolre a2 solt rejetfe, £tant domnfos toutes lod
propositions faltes & a par les sutres hommes. Autrement dit,
la probabilité que a sccepte 4 est au moins e.

Si les n fenmes recolvent respectivement m,,m,,...."
avances des autres hommes pendant 1'ex@cution de 1'algorithme,
la probabilité qus A soit accept® par une femme nlfatoire est

1 1 1 1
" r‘ml‘ri " Irfi Ll mnoi]'

j.".-ll.lﬂ |.

fensnge Flanemid, compertemms da 1lalgosithee m

1 ; 8 )
Le minimum de 1a fonction H—lr;-r* =) ¥ ¥ a_—‘. sm:J. in
gnITAINTO il T R N ¥, est atteint quand m, = ¥in,
: None la probahilité gu'une offre soit accep-

'L"'l.:!.-t - i":"

e est pu moins

L

—

1 " n
= 1.‘*.4--..-:.-] - 3
TR T My e 3(1n %)

g nous prenons pour valeur du DETAMELTS £,

capitulation

Voici o nous on sommes:  on Yout montrer gue

3 = G{{log ») ‘g’n], st on sait oue

o k-1 k-1
s | (1-e) —
A 1k 5 nel-k

pii £ = 1/(3(In n) 2]. Terminons 1a démonstration en utilisant
me technique classinue:

k-1 a
(1-¢ k nfa
R, < ] -!-—}— - 1 [1-e)" "»
47 \ampn M2 Al 2k
2
- -prfd
s2 7 ot st
" a2
2 .n 2 4
e W 2 axn(-n/{6(1n n)7)) = G((1og n) /n}.
ne

La démomstration du th8oréme fondsmental est donc achevée.

REsumé
Notre analyse du mombre moyen de propositions dans 1'al-

porithme de couplage stable a permis d'illustrer les techniques
fondamentales utilisfes pour 1'anelvie des alporlthmes|
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1) Dénombrement ot sommation discrite,

2) Application des fonctions génératrices.

3} Analyse combinatoire du cas le plus défavorable.
4) Approche probabiliste (aussi appelfe hongroise).

Remarque finale su sujet de 1'adressage dispersé

Pans 1a pratique, |1 est trop leng dé calculer une perny-
tation F:I{;-,} .hzf:u] ,,.,,Hn{#] vraiment alZutoire. Mn galcule
n(2) et d(n), ol 1 £ k(x) = », &(r) est promier avee n, ¢t on
utilise 1a permutation k(z), kiz) + 4(x), h(2) + 2&(x),...
(modulns n), Cette technique ost appelfe 'Jowble hashing" cn
anglals.

Bien que cotte méthode n'utilise que des "propressions
arithmétiques alfatoires", i1 a #té démontré récomment par 1.
Cuibas et F. Szemorédi que le comportement asymptotique est le
nfme que =i de vEritables permutations alfstoires Staient uti-
lisfes, Ceci est un thforéme difficile, vbtenu nar une appli-
cation #lasborée de 1'approche probablliste.

SIXIEME CONFERLNCE

TMPLANTATIONS ET VARIANTES
DE LALGORITHAME FONDAMENTAL

A.pr&:t la description de l'slgorithme fondamental, on Ecrit
meintenant un progrome qui pourra 8tre soumis 4 1'ordinateur.
Le travail d'implantarion nécessite, pour &tre efficace, de
biner diverses structures de 1'information représentant les
nEes.

Bl 1'on se reporte & l'algorithme fondamontel de la deuxid-
8 conférence, on voit gue les opérations 8 traduire sont:

[1] =z + acilleur choix restent sur la liste de X.

[2] = préfEre-t-i1 X § son Fiancé?

[3] Flancer ¥ et gz,

[4] Retirer x de 1a liste de 7.

Dans 1'opération [1], on cherche le premler &1&ment x Tos-
‘tant sur la liste de préffronce de X. Uans l'opération [4], on
Bupprime un €lfmont de cette liste. Heureusement cet &1&ment
n'est pas choisi arbitrairement, c'est le premier de la liste,
Choisissons ici une structure telle que ces opdrations solent
d'exfcution facile. On représente la matrice des préféronces
des hommes directement per un tableau & deux dimensions
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nef1,1)  HenL,2) ... el n)

L L] ™

\Hiin,1)  EC[n,2] ... BCMam]),

ol #C[X,7] indique le nom de 1z j-idme préférfe de X,

On utilise susal un tableoau wunidimensionnel E[1)seeaiii[n],
ol H[X] est un pointeur indiquant la position du premier #1&.
ment Testant dans la liste de I; quand X est fianch, il l'est g
BC[X,0[X]]. Les opErations [1] et [4] s'Scrivent alors comme
suit!

(11 : =+ BCLXLE[N]

[4] : #[Z] +~ Blx) + 1.

L'opAration [2] conalste § sevoir si un nouvel homme ¥ ne
scrait pas préférable au partenaire mctuel de la femme =. On
donne donc aux listes des femmes une représentation différcntc
de celle des hommes (simon 1'op#ration nécessiterait une re-
cherche trop longue),

Soit Plx,X] le nombre servant & #valuer la préférence de
& pour X; c'est-A-dire, Flz,X] = n si ¥ eat son premier choix,
1 si c'ost le pire, 0 8i X = 1, Soit Flz] le partenairc actuvel
de ». Alors l'opération [2] s'&crit:

(2] + Plz4] > Pl Fl]].

L'opération [3] est facile & dfcrire. Nous sommes donc
préts i donner unc version concréte de 1'algorithme.

k, X, =, t : entier;

BC : tableau [l:n,l:n] de entier;
F : tesbleau [1:m,0:m] de entier;
H,F 7 tahleau [1:n] de entier;

entrfe des donnfes N er Py

. pour ¥+ 1 & »n faire 7(¥] = 1;
3 E~0;, poura+ 18 n faige M[v] = 0;

tant que % < n faire
déhut ¥ « &£+1}
il tant que X = 0 faire
début

z + HO[XLE[X]]H

si Ple.X] > Plx,Fla]]

alors début ¢ - Flali Flz]l ~ X;

=&
Fin;

si ¥ = 0 alors H[x] « E[X]#
fing
b= Fal,
in; imprimer le couplage stable (EC[1,A[1]....,
¥C[n,2[n]])-

A partir de cette premi@re transcription, on essaio d'up-
Porter des amfliorstions i la nouvelle version de 1'algorithme
' &liminant les instructions qui ne sont pas strictement né-
cessalres.

a) insérer 1'opfratien F[X] = N[¥]+1 avant 1'lastruction

8. On évite minsi do répSter le test: 81 X = 0. Il faut

falors changer Z[Z] « 1 & la ligne 2 en #[x] « 0.

Bl introduire un mouveau tablesu @lz] « Pl=.Fl=]1], oo

‘gqui évite d'aveir A calculer Flx] et Pla,F[z]] pour chaque

nouvelle proposition faite 3 la femme 2. Naturellement &lx]
doit #tre modlfié chague fois qu'on change Flz], mais ceci
n'arrive pas sussi souvent. (L'opfration x < HCXLE[X]] pour-
rait ftre modifife de la m¥me fagon, mals cela n'est pas ume
amflioration,)

¢} si le compilateur ne reconnalt pas les cxpressions
conmunes, on peut changer la sfquence

T T |
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HX] « §[X]}+1;
x « HC[x R

t = ElX]+1;
2[H] - £
£ - HG'[I.‘C].

Cette gmélioration n'est pas aussi importsnte que leos deux
précédentes,

Initialisatlion du tableau P

Supposons que la liste de préffrence d'wne fomme soit
(3,2,4,1) = FC[x,+], alors P[x,:] prend les valeurs (1,53,4,2);
par exemple, 3 vst le meilleur choix de x, donc P[x,3] = 4.
Pour faire cette affectation de valeurs il suffit d'utiliscr
les instructions suivantes

pour @+ 1 A n faire
pour k + 1 & n faire Ple,M[2,X]] <« n+l-k,

5i pour &conomiser la mfmoire, on doit faire partager i
FC et P le mEme tableau, on peut utiliser 1'algorithme suivant
(fondé sur la structure cyclique des permutations):

pour x + 1 A n faire
début pour k + 1 & n faire FC[ae,k] « -#C[e,k];
pour k + 1 & n faire
si PO, k] < 0
alors début § + k; X « -FO[x,%];
tant que ¥ = k faire
début t + -FClz.X]:
POz, X] + n+l=f;
J+X; 2t

tantations e parignten g 1'algorithme rird

fin;
ROl k] « nel-g;
fin;

fin,

tenant Plx.X] = #CIzX]
Ecrivons & nouveau le progrsmme sprés les anéliorations a

b

Xzt : entier
Ho P ¢ tablesu [1im,1:k] de entiex;
H,7,0 @ tableau [1:xn]| de entier;
entrée des dommfes AC ot F;
pour X < 1 A x faire H[X] « 0;
B<Df pour =+ 1 8n faive P[] = Q[z] = O
tant que ¥ < n faire
début ¥« k+l;
tant que ¥ = 0 faire
début ¥[X] + H[X]#1;
z = WO
si Pl X1 > Q2]
alors déhut & « Flz]; Flz] « X;
Glal « PlxXli X « 4

fin;
fin;
koo al
in; imprimer le couplage stable (HZ|1,8[1]],+.-,

Hf{ﬂpﬁl iﬂ]]-j ¥

Mariage forcé entre 4 et a

Modifions 1e programme afin de trouver une solution sta-
ble dans laguolle 4 et g sont marlés, et qui parmi ces solu-
tions (s'il en existe) soit optimale pour les hommes,
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D'sprés la thiorie exposfe dans les deux premi&res confs.
rences, on utilise 1'algorithme fondamontal avec les -1 homnes
réstant guand on supprime A, en excluant les deux situations
Suivantes:

1] Pour toute femme b que 4 préfére & a, on interdit i
E d'fpouser un homme qu'elle ne préférerait pas 3 4.

[2] Pour tout homme F que a préfére & A, on interdit 3 &
d'Epouser une femme qu'il ne préférerait pas 1 a,

Pour €éliriner la situation [1], on fait commencer 1'alge.
rithme en falsant faire & 4 une proposition (non slncdre) aux
femmes & deo la situation [1]:

tant que EC4.14]] # o fare

début + + HC[A.E[4] )i GQlt] « P[.4);
E[A] = E[A]+1;

fin;

Pour liminer la situwation [2], on interrompt 1l'algorithme
51 une propesition d'un homme tel que F est acceptfe par . 0On
est conduit au programme modifié suivant:

Rad,2,t t entier;
E2,P ¢ tableau [l:x,1:n] de entier:
¥,F,0 : tableau [1:n] de entier;

entrée deos domndes HC ot Fj

pour X+ 1 @ n faire H[X] + O;
k~=0; pour ¥ « 1 & n falre F[e] « @[] « 0;
Al4] « 1;
tant que HC[4,0[A]] = a faire
début & = BC[A,2[4]]: @Q[e] - Flt.ALL
B[4) = B[&]+1}
fin;
Fla] « A; Qla] « Pla.t);

i sk &

Tnbatiomy ot wariantes de {'algorithme T8

tant que k < n faire
début ¥ < k+1:
sl ¥ =4 alors
tant gue ¥ # O faire
début A[X] « E[X]+15
ﬂ.‘.‘“‘] »n alors aller i terminé;
&+ NelEE[TT:
si Pla,X] > §l=]
alors dfbut & « Plx}; Fl=] = X
Qlz] + PlzX]s T+ &5
&i ¥ = A plors sller @ termind:

fin;
fin;
R ksl
fin; imprimer le couplage stable (HC[1a8[1) T an s s

El‘:‘{ﬂ-}e [ﬂl ]}}
ing;

éralisation & plusieurs mariages forcés

51 1'on veut trouver le coupluge stable optimal pour les
hommos tel que les hommes d'un sous-ensemble § soient marids
ﬁea des femmes qu'on leur assigne, 11 suffit de modifier quel-
‘quc peu 1a sEquence ot |'on présente 4 ls femme o ¢ui Jul est
destinée,

pour tout A4 € & faire
début a « Epouse destine & 4; H[4] = 13
tant gue MC(4,4(4]] = a faire
début ¢ « EC{A,E[AL]S
si o[e] < Ple.4]
alors débur si #[t] = 0 alors aller i terming;
qlt] + 2lz.4]:
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H{4] = E[4)+1}
£in;
a1 Qfa] » Pla,A] alors aller d terminé;
Pla) = £; Gla] « Pla,A];
finy

On remplace sussi les instructions “si ¥ = A" par "5 ¥ & ov
st "si X =" par “si X € 5.

Recherche d'ium couplage stsble fguitable

Les différents algorithmes considérfs jusgqu'd présent -
vorisont les hommes; et si 1'on y Gchenge lo rBle des hommes
¢t dos fenmes, ils deviennent favorablos aux fommos. Une telle
injustice est trop choguante par les temps qui courent. Dou-
vons-nous donc trouver une solution qui traite les deux scxos
d'une meniére &quitable?

fm peut fnumfrer toutes les solutions stables st chalsir
le couplage le plus heurcux selon un certain critére. Ceci
risque d'8tre long si le nombre de couplages stables ost grand.
On ne salt pas on génfral s5'il existe un grand nowbre ou un
petit nombre de solutions, .I1 semble donc préffrable 4'emplover
une autte méthode.

Choisissons par exemple le couple 4a au hasard., On ex#cu-
te 1'alporithme modifiE donnant un couplage steble cemtenant
Aa. H']1 an existe un, alors on répete la méme opération sur
un probléme réduit de dimension n-1, en tenant compte du fasit
quc 4 est mari& & 4. S'i1 n'y & pas de couplage stable conte-
nant Az, alors on choisit un autre couple gque Az, et om ossaie
i nouveau.

11 est possible de développer cette spproche de telle
sorte que l'algorithme du couplage stable soit exdcuré au plus

i lantations et parigeies de 1'algorithme 1)

3 fois, ¢'est-j-dire avec un nombre moyen d'Stapes polynomial
1'ordre do G{n‘], souvent 9(14" log n})].

Stan Selkow a inventé un slgorithme moins aléatoire que le
r cir.larnt et qui aboutit 3 unec solution sptimale Equitable au
ens qu'il minisise le regret de la personne la plus malheureu-
Pour un couplage M définissons le regret d'une personne

ar la distance de son conjeint au début de sa liste do prifé-
,H;ct, soit U(M) le maximum des regrets dos 2n Individus, Il
#geit de construire un couplage stuble M qui minimise UCM).
f'algorithne est développé de la fagon suivante: les solutions
gptimales pour les hommes et les femmes permettent d'ubtenir

jes bormes supErieures et Inféricures pour le repret de tous

$s individus dans les couplages stables; on répétc les opéra-
tions suivantes: Former tous les mariages entre dos individus
fl-t 1os bornes supfrieures et inférieures sont Egales; on ob-
tient ainsi une réduction du syst¥me. (uand on ne peut réduirte
ntage 16 systdme on choisit un individu au hasard parmi

geux dont les bornes supfricures sont les plus €levfes, Sans
muire & la généralité supposons que cet Individu soit la femnme
gutrenent le Tole des hommes et des femmes est permut®

dans 1a doscription suivante, Seit 4 le plus mauvais choix de
@ parmi les hommes non &liminés; romaTquons que & est le meil-
leur choix possible pour A parni los femmes non £liminées.

| Supprimens a de 1a liste de 4 et déterminons unc nouvelle solu-
‘tion optimale pour les hommes: ceci £lZve la bomne inférieure
do regret de 4 et de mfme pour au moins un sutre homme. Simul-
tanément la borne supfrieure du regrot de q et aussi, d'au
moins une sutre femme est diminufe; il est clalr que ces opi-
rations Itératives rédulsent le syst@me & un couplage stahle.

Recherche exhaustive des couplages stables
On décrit ici une prosddure rdoureive toutm qui dépend
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d'un paramétre entier, J, entre 0 et », Au dEbut de la procs.
dure, (¥[1],#[2],....%[n]) dEsigne um couplage stablo. A 1z
fin, on redonne aux variables de ce tablesu leur valeur inivig_
le. L'algorithme imprime tous les couplages stahles
(H'[1].E'[2),...,8'[n])) tels que:

H'[k] = k], pour 1 s k < j
B'[k] = B[k}, pour § < & < n.

(Aucun homme ne fait un meilleur choix, ot les hommes de 1 3 i
ne changent pas de partenaire.)

Pour obtenir toutes les solutions de notre probléme, on
oxfcute d'abord l'algorithme fondamental. Mais au moment d'in-
primér ls solution optimale pour les hommes, on utilisc
toutm(0) & la place.

Le programme est &crit ci-dessous:

procédure towtm (F: entier);
Z,X,¥,t + entier;
Si,5F,8@ : tableau [1:n] de ontier;

9 81 § = » alors imprimer le couplage stable (Z[1],....
#nl)
2, sinon début pour ¢+~ 1 & n faire
3. débur SH[t] « B[2): SF[t] + P[¢]:
‘. SA1¢) + Qle);
5. fin;
b, continuer ; toutm(f+1);
changer : X « jel;
8. ¥ + BC[X,E[X]]; lcette partenaire sera
interdite 3 X}
9. proposer : F[X] = F[X]+1;
10. 5i #[X] » n alors aller & terminer;
¥ z « Helx.a(x1l;

g |

plantations =t varloites de 1'algorithme &3
si Ple,d] > Qfxl
alors début & « Plx];

si £ < J alors aller i terminer;

Ple] « X Q2] « Flx. 3]
si = =y mlors aller 3 continuer;
X+ 1

fin;

aller & proposer;

terminer : pour £+ 1 i n faire
début H[¢] « 8E[t]: Ple] « 2P[2]s
Q] « Sa[¢]
fin;
fin.

11 est plus difficile ici do prouver la wvalidité de cet

récurrence sur l'algorithme, on supposeé que les erfcutions de

‘$ouim(f+1)" sont correctes,
Puis, on montre gu'avant d'exfcuter 1'opération

WE[X] « #[4]141", tous los couplages stables désiriis ol X est
weeoupl$ avec son choix #[X], ont déjit €té imprimés. (Ainsi

trouve-t-on tous les couplages stables.)

Fafin, tous los couplages obtenus sont stables. Soit um
homme A préférsnt g i sa partcnsire, alors a préfére son ami i
A, car la qualité des compagnons des femmes s'am€llore au cours

da 1l'exfBcution de 1'algorithme,

Passage & un aslgorithee non récursif

Cet algorithme peut &tre rendu non récursif @ 1'aide de

quelques changements:
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début
2 X,4,0,d ¢ entier;
SH,EF,80 = tableau [0:n,1:n] de entier:
He,P + tableau [l:m,1:v] de entier;
#.7,8 * tableau [1mm] de entier;
J+ 0
toutm : sl § = n alors imprimer le couplage stable {.';'[1_1“"*
#%))
ginon début pour ¢« 1 & » faire
début SE(,t] « B[¢]; SP(L,2] = F[e];
5Gldz] = Glsls
fin;
continuer : 4 + g+l aller & toutm;
chanper : {mBme s&quonce d"instructions}
proposer : [méne s&quence d'instructions’
terminer : pour t = 1 & n faire
début H[t] ~ SH[F.e); PLL] « 2FLd.2)5
glt] + 2l t]
fin
£in;
d«g-1; 81 § z 0 slors aller i changer;
fin.

on geul‘. montrer que le tomps d'exfcution de ce programme est
3{n"5) lorsqu'il y & § couplages stables.

_on il RS

SEPTIEME CONFERENCE

PROBLEMES DE RECHFRCHE

Les questions suivanted sont 1oin d'8tre du nEme nivean
jue les fameux probliémes prézentés par (lilbort dans =4 cFlEbra
gonférence A Paris en 1900, mals elles semblent dignes d'inté-
t, ot susceotibles d'Btre résolues en un temps Fini.

Btudier 1e moshre moyen de changoments de parte-
(Une

ire d'une fenme sy cours de 1'algorithme fondumental.
e » chanpe d'ami chague fois qu'on nodi fie F[x].)
Ce nomhre est-il trds inféricur au nowbre moyen de propo-
sitions? 1 est assez naturel de suppnser que ce nombre est
Cd'ordre » log log .
premidre offre, accepte lz scconde offre avec probahilité
4,... 1p k-lgme offre avec prohabilité % 5i cette ferme re-
goit & propositions, ellc change d'ari en moyenne 1 & 1/2 +
1/3 +...» /& = 77, fois. On sait que cette fomme regoit en
moyenne i propositions donc le momhre moyen de changements de

En effet yme fomme accepte tnujours 1a

partenaire est d'ordre log log =.

une conjecture sur une horne inférieure du nombre moyen de
propositions ¥, lorsque 1a matrice de préffrence des femmos

Ay cours de la cinquiZme conférence, on a Emls

-y ST
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est donnfe. Cetto conjecture est-elle exacte?

PROBLEME 3, Fi la matrice e préférence des hommes &st donnég
et si celle des fommes est alfatoire, le mombre moyen de DrapG-
sitions est-i] maximal lorsque tous les hommes ont 1a méme lis-
te de préffrence pour les femmes?

IRORLEME 4, Y-a-t-11 une menidre efficace de calculer exacte-
went le nombre moyen de propositions si la matrice de préféren.
ce des fommes est domnn€e? En d'autres tormes, [ieut-on troover
d'une fagon cfficace ce nombro exact en #tudiant la structure
do la matrice de préférence des fommeaY Prur-Stye ce snmbre
dépend-11 seulemont de propriftfs simples des matrices de sré-
férence, par exomple combien de fois deux femmes classent deux

hommes différemment? On obticndrait ainsi &l&gamment 1a solu-
tion de I'exercice 3,1,

PROBIEME 5. Trouver les matrices de préférence d'ordre n des

hommes et des fommes qul maximisent le nomhre da enuplages sta-
bles.

Pour n = 4 par exemple, lo mombre maximal connu est 10,
Cette situation se présente pour les deux matrices de pr&féren-
ge aSulvantes;

A1 a b & 4 a: 2 C 2 A
#: 5 adae 1 2.0 4B
€ : & 4 a b : B A D £
a2t dea b ua d: A B gD

o3 tous les couplages stables contiennent chacum 4, 5, © et 0
mariés reospectivement i
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Fu
o, Bw R O BR B R D
R T R L R & RS 3
R oo G G S

o o 6 9

Q9 9
21
)

:;E_H_IEHI-: 6. Trouver une méthode pour dfcrire ls structure de
1'ensemble dea couplsges stables (pour dos matrices de préfé-
rence données), de telle sorte gu'on puisce caractérlser les

aclutions sans avoir besoin de les Eémumérer.

Remarques sur, ce probléme
La théorie suivante, due i John Conway, montre la préscnce

de telles structures, mais bien des questions reatent en sus-

pens.

JEE e BRY) sont

TEORENE. S5 U= (A5,
deux couplages stables, alérs M v ' = (2 mm:A[.-:.,sr'J R
i) m:cHH..I:'},....E nm:?{x.;:'}'_l est anssi un couplage stable,

(Tei max, (a,a') représente la préférfe de A parmi {a.a'lh.]

r:-:f-:' et M = (At B

DEMONSTRATION. Montrons d'abord que N v N' est un couplage,
e'est-fi-dire que los mariages sont monogames.
Suppoanns par exemple gquo

a = maxd[r.',a‘j - max, (b.b') = b',

Alors 7 est merif avec « dans M'. Comme M' est un couplage

stable et que @da', on a Sxz4. Mala M eat stable, donc on a
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aussi BBz, ce qul contredit le fait que max. (5,a2) = .
Enfin, le couplage M v M' est stahle. Supposons en effer

que 4 et mu.xﬂ,[b.b'] = b, par exemple, préférent Etre ensemble,

Alors £ pritfére b 3 maxdimf.:']. donc bA4. Mals ABP, ce qui

contredit le fait que M est stable.

Avec les hypothZscs du théoréme pricfdent, ls
couplege

Hal « (4 mn'%[i,a'}.ﬁ minEEb,é'].-.u?’f ulnﬁ{a.z’}]
est pussl un couplage =table,

DEMONSTRATION. Il suffit de pormuter les riles des hommes et
des femmes, et d'appliquer le thforéme de 1z seconde
férence.
Les opErations ¥ ("mex'') et A (™nin") sont associatives,
commitatives, idempotentes et distributives:

(M) a8 = Ma (N & B,
(oA MY v M = (M vy W) A (W v,

UWall=M, etc,
Il &n résulte:

COROLLAIRE 2. Etant donnfes des matrices de préffrence pour
les hommes et pour les femnes, 1'ensemble des couplages sta-
bles est un treillis distributif.

Ln solution optimale pour les hommes est le "max" de tous
les couplages stables, et 1a solution optimale pour les fommes
st lec "min".

Etudions le treillis des couplages stables sur quelques

cxomples, fm trouve dans la littfrature 1'exemple suivant

pour 8 hommes et B fommes:

=2 i i 4

% ‘

hildmee da B9

@ g ab fhkdeoe a: 22 G F A RN DR
: B o g ¥ daer T s B P oF 2B A D
: A e 2 d Fb o»g g3 4 K B PR GC
: o b g dat k oa d: N &5 ¢ B BAFETF
i g b a ae 7 h 4 & ¥R & &2 4B E
s & F g a h d b a i B B E O B & G4
nd & g T2 &R g o Fr 3 AR FDPC
t o h d ag® T oa N: &0 &8 §F & P L

Les neuf couplages stables pouvent Ztre disposés sclon lo treil-

1is ci-dessous, (Un couplage est représent? par les noms des
partenaires de 4, 5, 0, D, B, F, @ et #; le nombre au-dessus
de chague nom correspond au rang de la femme sur la liste du

conjoint.)

A 21 6B
gah fgabd
2361118
Ekeelfgabd.
L1-I_'-..'_.,.r" N""-._\_“'-
882 %1171 3 623614138
cfehgatd hoafaed d
¥ Tl ie"" 62362433
cefahgebdd _hoeafbegd
ER3 T TEYI—T 62664433
# fanbaegd Habfaegd
e //"—
e,
SB 8674453
efbhaagd

On peut représenter cette structure par lo treillls distributif
sulvantc:
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5i 1'on parcourt le troillis de haut on bas on s'apergoit gue
le rang de préférence que les hommes donnent & leurs Fpouses
est croissant,

La roprésentation par un treillis des dix couplages sta-
bles du probldme 5 est

Le treillis des » couplages stables de 1'oxemple avec permuts-

tion circulaire de la premiére conffrence est

a b o dae
|bﬂd’ﬂa
La e &%
]fia-.tba

e alb o d.

VYoici un exemple ofi 1e treillis est une ligne drolte,
mals ofl les hommes ne changent pas tous de partenaires d'un
couplage 4 1'autre:

| Probldmes do rechaneke 91
A a o b a: B 4 L
B hE o o £ 0 B A
£: a b a e A BT
a bk o
a ¢ b
L S

Voici un exemple off la structure du troillis est plus
Weiche':

Ay @k o d f ey B8 DB & A
B: b aaes f 4 bt Ry RN
i o a d Fdae a5 BET AL BT
B da far a dit B & A B F D
E2 & +d b o & gt £ A F F O B
F: fd & a a5 « fFer &g B O DEF
On virifie facilement que
Aa™ fo=0b = Az, Dl Ff= ko= N,
Ah= g = Ba = Ab, g™ Fd=Ef=a,
Af = Ca = 8d = AF, o™ Fh = Eg = D,
Ag = ¢d = Bf = e, = Fr=Fo=ih
De plus,
Ap = Ff, Fd, oun Fa:
A .q.-.n- = T, ?".L'. ."1._!' 1]
Aw,Fd = FF D e 15
Ari,Fg = Fag Of oh et
Ainsi

Ao = fig=(h = s,

et les couplages stables ont la structure suivente:
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Cecl peut Brre interprEt@ comme la 2ompw JSrecis de [ et de deux

treillis

dont chacun est le produdt direct dos deux traillls

Peut-on ohtenlr ainsi tous les trelllis distributifs?
Quclles propriétés particulidres ont les trefllis associfs mux
carrés lating duaux, comme dans 1'edercice 1,37
dos exemples ci-dessus sont de ce type.)

On pourrait voulelr génfraliser le probléme de 1a facon
suivante: An lieu d'aveoir des ensesbles d'hommes et de femmes

{La plupart

totalement ordonnés, on aurait simplement un ordre de treillis.
Mais cels ne marche pas trés bien:

Supposons que tous les hommes classent les fommes selom
1'ordre du treillls

Probidmea ds rechizrehe 03

7N
\,/

st que lesa [emmos classent 1es hommes selon lo méme treillis:

P

E M

4

11 y a deux couplapes stables (4=, #0, Ce, iy et [Az, Be, CF,
nA). Mais Ml v M' & (4a, Ba, Ca, Dd) n'est plus un couplage
ot on n'a done pas une structurc de treillis pour les coupla-

pes stebles,

Intersection des intervalles

gi on utilise 1'algorithme fondamental pour trouver la
solution optimale pour les hommes et la solution cptimale pour
les fermes, on obtiont des "intervalles" de cholx pour chague
homme ¢t pour chaque fexme. Dans tous les couplages steblos,
chaque homme est marié A une femme de son intervalle; do mése
chaque fomme est marife & un homme de son intervalle.

Considévons 1'exenple dos 8 hommes ot des B femmes dommé
précédemment.

1 @AV LR LQ
RN TR EE NG
S:{f}sqd'f —
P:p—h—g——i—w%@t

L

i

i

ol
BB\
n N

A4S = w
l*@@
?f
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a:@t‘.‘c@sdsﬁd
.‘:::-'F@ﬁ{ﬁﬁgs
a:}EjFng’ifDi'ﬂf‘

&3 @ﬁ G ¢ B B A B ¥
a: €3 B aean Qﬂ B oA
.l":-@” .-‘x'ﬁr-:*r;

E,-:@-?*ﬁxyrpf
he & A F F @f F H

Tei 4 représente la solution optimale pour les hommes, ¥ 1a ac-
lution optimale pour les femmes, " — " yp mariage exclus car
la femme est en dehors de 1'intervalle de 1'homme ot finale
ment " / " un marizge exclus car 1'homme est en dehors de 1'in-
tervalle do 1a famme,

Par exemple, 1'homme A ne peut Epouser la Femme parce
qu'il n'est pas dans 1'intervalle de b.

Cette ohservation am®liore considfrablement la vitosse (e
1'alporithme de recherche cxhaustive ot des algor!ithmes “Gqui-
tables" présentds 3 la sixidme conféronce. Cependant dans
certains cas exceptionmels, une tells observation n'a pas
d'effets (quand 1a solution optimale pour les hommes leur
dontie le premier choix tandis que les femmes ohtiemnent leur
dernier choix, et quand 1a selution optimale pour les femmes
leur domne lo premler choix, tandis que les howmes obtiennent
leur dernier choix).

L'intersection des intervalles est une condition nfces-
saire mais non suffisante de stabilité. Dans 1'exemple ci-
dessus, i1 n'y 4 pas de couplage stable contenant Bk, mals la
Couplage Ao Bk Ca Df kb Pa Gy EA se trouve dana 1'intersection
des intervalles.

M. Ftant donnE des matrices de préffrence aléatolires,

Problémsa de reohsrohe g%

trouver l# nombre moyen asymptotique de gouplages stebles. Si
1139

w = Z, ce nombre est 1 r 1/8; ot si v = 5, onal+ ggag -
Duns le cas ghnéral, ce nombre est mlp ol p_ est la probablli-

£& quo :ilsl,.#,r:z,... .;f,r_-z_ soit scnble,

n
A (m-1-2 )1
E ek £,1(n-1-2 )
R Tl € 9 B S Lee,
,-i'
(-13 *
(2) Bt 1. X Ry

(zgg) 15dn

"

2 =1
oft, pour ces deux cas, la sommo sc fait sur les I!"{'I ) matri-
est

i

= T

cEs l’:nith.] o Fagw fouw l, ot ot Fpo 7 f. Tei g = 2y

{a somme de la ligne 7, ot o= T":":I:" wst 1n somme de 1 oolon-

ne 3.
(n a trowvE la formule (1) en comptant les matrices de
prétférence telles que 4,a,,...,4,4, soit stable et que
c:fiirr_q e+ z..% 1, Pour ohtenlr la formule (2), on a posé
= 1w ad,a, ot A, (cas d'instabilitF). On addition-
af e 'S L TR T

=

>,
i3
ne tontes les matrices, puls on soustrait celles avee un cas

d'Instabilité, puis on additionne celles avec deux cas d'in-

stabilité, otc.; on obtient ainsi la probabllité que

"‘1"11“*”’;““:- soit stahle, (Il sorsit int&resszant de prouver
que (1) = (2) & 1'aide de manipulstions algébriques.)

Voici unc autre formule pour @ :

BN ; N, | R .
Ej| Ju.lu---n.'::I w.-gnlf'nz 'R lh!'._l_‘ u..-_l'ludz aE .q.jn 1.;{:]“,”':1?:::3;}
=taa =
4
Par oxemplo,



. fbelelel lel
wy= LEITY ['da B do dh a8 do (1-4b) (1-46) (1-50) (1-80)
* (1-Ca) (1-7t),

DEMONSTRATION. On remarque qu'on peut exprimer le produit
.\“.. i d
S ¢ EE RS I | () Tyl
& - H ]
1{, fon = (2;) 1sgmm 4 7F

et 1'on obtient la formule (2). Le comportement asyeptotique

de ces trois formules semble plutdt d&licat. On sait que nle
X I

doit Btre > 1 car il exlste toujours un couplape stable; nnfl:'ePl

ceci ne découle méme pas d'une fagon Ffvidente des formules (1) i

(2), (3.

PROBLEME 8. Etant Jonné des matrices de préférence pour les
hommes ot les femmes, construisens un "grarhe orient? pour les
divorces". Ce graphe aura n! sommets, um pour chaque pormuta-
tion py,.oo,p, de (1,20, ,m),

83 [ﬂlapl....,.l“apuj est un couplage instable dans lequel
A; et a,, se préférent mutuellement & leurs fpoux respectifs
(T2}, ujar: le graphe des divorces contient un sre tu sommet
(pl.....pﬂ) A [ql.-..,qﬂ]. ol fql....,qu'.l est la persutation
{pl....,pn} avec p. et P, interchangfs, Les sommets desquels
ne part aucun arc représcntent les couplages stables.

Erigte-1-il wn ohamin partmit de n'importe quel pofnt et
Memant vera wn couplage etable? Si oul, y-en-p-t-il um qui
serait assez patie?

Ce graphe orientf aursit peut-Btre des propriftés intéres-
santes le mettant en relation ayoe la structure cn treillis
des couplages stables,

PROBLEME 9. Existe-t-il um algorithme donnant un couplage

Mariages 2tables

Frobildmeg da vechaynhe a7

stable, ol le nombre d'opfrations croit moins vite que % dans
le pive cas? (On ne compte pus Ic tomps 4'cntrée dos matrices
de préffronce dos femmes ot des hommes.)

PROBLEME 10. Existe-t-il un lien intéressant entre ls problé-
me du couplape stable et le probléme dfatryibution? (Ftant

donn€e wune matyice a.., trouver une permutation maximisant

¥

'1"'?.*'

1<don Py

PROBLEME 11. Peut-on génfraliser le probléme du couplape sta-
ble & trois ensembles d'objets (par sxempls honwmes, (emnes,
chiens)?

PROBLEME 12. (lUn probléme unisexe: stsbilitf des compagnoms
do chambre.)

Chaque individu 4'un ensemhle de 2v personnes clpsse lag
dn-1 autros selon un certain ordre de préEfErence. Trouver un
alporithme officace (temps d'ex€cution d'ardre polymBmial dans
le pire cas) permettant Jd'abtenle, sl ¢'est possible, un ensem-
ble stable de n couples. (Stable signifie ici qu'il n'y a pas
deux personnes sfparfes gqui voudraient toutes les deux se re-
trouvor. )

Par exsmple, on psut vérifier que le avstéme de orifiéron-

cos
A: B & D FGER O
Bt 6 F & 5B HERED
£t D G B F F F U
P: 4 H 0 FEFP B
F FPAH BECDRB
Fr @ B FE L D A B
#: R ¢ F DA D XK
F: E D 0 A 8 & P
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n'a que trois solutions stables: (45,0D,70,78%, (mo,M ,EF,CE),

(4%, 08,06, ,

Nuelquefals i1 n'y o pas de solutien stahle:

A B &P
2 & 4D
gr o4 BD
01 arbitraire.

{Toute personne mssocife avec ! voudra changer.] Peut-ftre
pourra-t-on wontrer qu'un tel prohléme est FT-complet.

Résumé dos conférences

Le problémec des couplages stshlos nous a introduits sux
méthodes de 1'analyse des algorithmes., On s fait appel & dos
notions tirfes de domaines divers des mathématiques:

analyse¢ combinatoirve,
th#oriec dos probabliitfs,
analyse,

algdbre,

on plus de sujets purement informatiques:

#tructures de donnes,
structures de contrble,
complexitd du caleul,

11 reste beaucoup de problémes passiomnants 3 explover.

e .

SOLUTIONS DES EXERCICES

1,1. (a) Si le couplage stahle (4 ,.f:r.-ﬂ By...) donne le mekl-
leur choix de ,-'IJ, et (4, 'I.,r_ .e....} est optimal pour r-.k, on &
e b, d'oli AJa.F.; d'autrn plrt a.#, 1, d'oil ¢ Rﬂ.ﬂ-. Contra-
ﬂlctlun.

(b} Supposons ”Eﬂéaj ot Ajﬁﬁik* une situation d'instabi-
1ité. Soit {A.u+,d{5....! un couplage stable optimal pour A,.
Alors ::J.»- F, par définition de n; fpmisque b = & ‘j Par tean-
sitivité on a a A B, et A iy, contredit 1s stab111t¥
1.2, (ds, Ba, (%, Pa; B et (Aa, H5, On, Dd, Ee.)

2.1 et 2.2. Cf. quatrime conffrence, troisidme partie.

3.2. Sans perte de gfnéralité, on peut supooser 440, la pro-
;ahiliti d'avoir 0, 1, 2, et 3 propositions redondantes est
respectivement 1/9, 7/18, 1/4, et 1/4. Par exemple, il n'y a
pas de proposition redondante lorsque 857, MhEB, et Tl [proba-
bilité: 1/12), ou leorsque k¥, !B, BeD, ot Cof (probabilité:
L/36) .

4.1. Soita bk o .,. 1a llate de préffrence commme. La feame

——

z obtlent son meilleur choix, disons 4. Tes sutres hommes
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font des propositions & b, qui cbtient sonm melllecur choix autre
que A, disons . Les hommes restants font des propositions i
#, gui obtiont son meilleur choix autre que A, 2. Et ainsl de
suite, Lo nombre total de propositions est m + (m-1) #...+ 1 =
n{n+l)}/2. La solution est unique, puisqu'ecllec est optimale
pour les hommes ot pour les fenmes., (Le nombre movem de propo-
sitions serait inférieur & n# si les fommos avaient fait les
avances.)

4.2, L'ordre des propositions est toujours a, b, e, a, b,

# -». Jusqu' ce qu'vn homme domande 4. La probabilité
d'avoir 7, 8, 9, 10, 11, 12, et 13 propositions est respec-
tivement 1/4, 1/6, 2/9, 25/108, 1/12, 1/36, et 1/54. La movenne
est donc 8 + 8/9. (Voir le probléme 3, septiZme conférence.)

4.3 (8) E(0) = P(-1), V(N = P(-2) -P(-1)2, E(In ) = -B(0).
(M) lLa fonction génfrastrice est P(s)A(s). E(XY) = E(NE(Y),
vUm = (vin«Em A (vin+em? - e Em.

ot b Sainid
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