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1- Le quadrangle

Un quadrangle est formé de :

- 4 sommets, a, b, c, d, 'ordre importe peu,

- 6 cOtés 2 a 2 opposeés ab, bc, cd, da, ac, bd,
- 1 trianglediagonalpqr dont les sommets
sont a l'intersection de 2 c6tés opposés.

Fig-1. le quadrangle.

2- Polaire d’un point par rapport a 2 droites

Soit p = (ab) (cd), g = (ac (bd), r = (ad) (bc).

u=(rq)N (ab), et v = (rg) (cd).

Soit u sur [ab] ou la division (puab) est harmomidgues faisceaux associés de sommet q et r
le sont aussi, ainsi que leurs intersections &k Le faisceau harmonique {q.(puab)} est
coupé par (cd) en la division harmonique (pvcdlagtalogue {r.(puab)} coupé par (cd) en
une division également harmonique (pv'cd). Domc(h) = (pved) et v’ = v.

Formée par u et v, deux conjugués de p, |
droite (rq) est la polaire de p par rapport &
(bc) et (ad).

Parpermutation circulaire(pq) est la
polaire de r par rapport a (cd) et (ab), et (
celle de q par rapport a (ca) et (bd).

Le trianglediagonalpgr est ‘auto-
polaire” vis-a-vis du quadrangle ahcd
chacun de ses co6tés étant la polaire du
sommet oppose.

=

y

Fig-2. Polaire d’'un point vis-a-vis de 2 droites
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3- Points conjugués par rapport a un cercle

Deux points M et P sont conjugués par rapport eandle (C) de centre O et de rayos$
(si etéulement)sie produit scalaire

OM .0OP = R.

La polaire de M est 'ensemble des points conjugleéhl et si la polaire de M passe en P,
celle de P passe en M. On appelle celgdgrocité polaire.

ﬁlest le m % “[IP|, d=|Oll, M Rtsont conjugues SSi
|+ _?HM) OI) = OF? — OME = - 2 = R?
c-a-d ssi a— R2 + r2, ssile cercle (C) est orthogonal au cercle dmétee [MP].

M et P sont conjugués vis-a-vis de (C) ssi le cemé diamétre [MP] est orthogonal a (C).

OM . OP = OM. OK, ou K est la projection de OP €M). D'o OM . OK = R.
Ainsi déterminé, le point K est I'inverse de M \syis de (C). La polaire de M est la droite
(Pm) issue de P et perpendiculaire en K a (OM).

a- Conséquences

- Si M est intérieur a (C), K est extérieur, laga de M est non sécante a (C), tous ses points
sont extérieurs a (C).

- Si M est sur (C), sa polaires est la tangentilen

- Si M est extérieur a (C) et si T1 et T2 sontdestacts des tangentes a (C) issues de M, les
polaires de T1 et T2 sont donc ces tangentes eépigrocité polaire la polaire de M est la
droite (T1T2).(voir fig-4)

Si M est fixe, P décrivant la polaire de
M, le faisceau de cercles défini par (C)
et le cercle-point M comprend le
cercle point K.

Son axe radicak est la médiatrice de
[MK].

La polaire (Pm) de M est I'image de
cet axe par ’homothétie(M,2).

Fig-3. Polaire vis-a-vis d'un cercle :
(Pm) est la polaire de M, (Pp) celle de |

U

Soit (D) une droite passant par M et P et sécaff® an A et B. Soit | le milieu de [MP],
centre d’'un cercle (C’) du faisceau. La puissareé\ds-a-vis de C et du cercle point K est :
d?— R = IK®=IM? = IP* = |A .IB, la division (PMAB) est harmonique, (pnagté dumiliev).
Donc :

Une sécante issue de M coupant sa polaire en R eglrcle en A et B, la division (MPAB)
est harmonique.



Autrement :

Deux cercles sont orthogonaux ssi un diameétre del' sécant a l'autre, est coupé

harmoniquement, et alors ils le sont tous.

b- Construction de la polaire du point
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T1 et T2 étant les points de contact des
tangentes a (C) issues de M extérieur a
(C), le triangle OT1M est rectangle. On
OT1*= 0TZ = OP.OM = R.

Les point T1 et T2 appartiennent donc &

(Pm) polaire de M vis-a-vis de (C).

En partant du point P intérieur a (C), la
polaire de P s’obtient par udémarche
inverse.

fig-4. (Pm) et (Pp) sont les polaires de M et
vis-a-vis de (C).
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4- Polaires et orthocentre

Soient (Pp) et (Pm) les polaires de P et de M vis
vis du cercle (C) et Q leur intersection.

Tout diameétre issu d’'un sommet du triangle M
est orthogonal & sa polaire qui n'est autre que le
cOté oppose : le centre du cercle est I'orthocentr

On obtient un tel triangle MPQ par le choix de
M,— non sur le cercle puis sur la polaire de M
c-a-d en P ou en Q, également conjugués.

Fig-5. Le Centre Orthocentre.
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5- Triangle conjugué a un cercle

Les diametres issus de M et P sont perpendiculaires
a leurs polaires (PQ) et (MQ).

Les sommets du triangle MPQ sont les podles de
cOtés opposeés, ce triangle estaditopolaireou
triangle conjuguéau cercle.

Un tel triangle ain et un seulpoint intérieur au
cercle, son orthocentre est centre de ce cercle.
Sur fig-5 on a représenté le diamétre issu de M.

\"2J

Si un quadrangle est inscrit dans un cercle (C),
son triangle diagonal est conjugué vis-a-vis de
(C) : chaque sommet est le pble du coté opposé

Fig-6. Triangle autopolaire.

a- Applications a la droite D1 de Saad

Le quadrangle BC;B”C” est inscrit dans le cercle d’Euler (E). Laangle P’'HP1 est
conjuguéa ce cercle. P1 et P’'sont deux polaires de Haggart a (E). Donc (D1) = (PiP
est la polaire de H par rapport a (E).

(D1) _(C) Proprieté :
Le triangle diagonal de tout
guadrangle inscrit dans (E)
et dont deux c6tés opposeés se

1

7 0 J 5% croisent en H est conjugué
\ % Vis-a-vis de (E) et (D1) y est
5 " ©  opposé aH.

Fig-7. Droite (D1) simplifiée.




Il en est ainsi pour les trois
guadrangles EC,B"C”,
Cl1A1C"A”, A1B1A"B",
dont les triangles diagonaux
P'HP1, Q'HQ1, R'HR1 ont pour
orthocentre, centre de (E).

* On obtient ainsi 6 points de (D1

p—

Fig-8. L'un des triangles diagonaux
d’orthocentreQ.

b- application a la Droite D2

R

L'homothétieh(H,2) transforme (E) en (C) et la
polaire (D1) de H vis-a-vis du premier cercle gn
sa polaire (D2) vis-a-vis du second.

Fig- 9. Tracé en deux points des droites D1 et D2.

6- L'axe orthique du triangle

a- Rappel

gomothétieh(H,Z) transforme (E) en (C). Si m’ et n’ sont imagearh de 2 points de (E)
A’ =2 min. Soit M = (mH)N (C) et N = (nH)N (C),ona:

Hm’. HM=Hn'. HN =k, Hm.HM = Hn.HN =}/

b- Conséquence 1
L'orthocentre H est le centre de 'homothétie h guiansforme (E) en (C) et le pble d’'une
inversion de puissance k/2 qui les échange.



Si mn est une corde de (E),

m'n’' =h(m)h(n) une corde de (C),
((m'n’) étant parallele a (mn)),

MN = J(m)J(n) est une corde de
(C), les pts m,n,M,N appartiennent
un cercle (C’).

Les droites (mn) et (MN) en\j axes
radicaux de (C’), (C) et (E) pris 2 a
se coupent en un point S, centre
radical des 3 cercles, ou sont
paralléles.

Fig-10. Le centre radical S est qur

c- Conséquence 2

Si mn est une corde formée de 2 points de (E) et MNorde correspondante formée de
leurs inverses sur (C), alors les droites (MN) etr{) se coupent sut, axe radical de (E) et
(C). Et réciproquementy’auteur utilise le motorrespendanau lieu deantihomologuedevenu obsoléte)

d- Application a la Droite des douze points

Simn =B1C” sur (E), MN = BC2 sur (C), alors IBAC” N BC2 appartient & droite des

douze pointa\.

De méme, simn = A1B”, MN = AB2, alors K = A1B"M AB2 appartient &.

Il en sera ainsi pour les autres points remargsable

fig-11. figure générale, triangle ABC acutangle.

a
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e- Les tangentes

Sim = n, la corde mn est confondue avec la targemim a (E) et seorrespondanteavec la

tangente en M a (C).

Les tangentes en deux points correspondants se eatipur I'axe orthiqued.

Il en sera ainsi pour
- les tangentes a (C) issues A, B, C et leurs

C1.

- les tangentes en A”, B”, C” a (E) et leurs
correspondantassues de A2, B2, C2 sur (C).
- les tangentes en A’, B’, C’ et leurs corresporidan
a B ety définis para = (A'H) N (C), p =(BH) N
(C) ety = (C'H) N (C).

Il est plus commode de représenter I'axe radicdé
(E) et (C) avec un triangle obtusangle.

Fig-12. Intersections suf des tangentes en A” et A2, en

BetBl...

f- L’axe orthique, axe de symétrie des polaires

Ona:h(C”) =C eth(Bl) = B2, les deux droites (C"B1) et (CB2) somtralléles et coupent
(D1) et (D2) en P1 et P2, X)en l et I'. De mémeh)(B”) = B et h(C1) = C2, les deux
droites paralleles (B"C1) et (C1C2) coupent (D1}[@2) aux mémes points. Le quadrilatere
(P1,1,P2,I') est un parallélogramme dont le ceetria diagonale [II'] appartiennenta

On remarque 6 tels parallélogrammes dont le centnee diagonale appartiennent\d. (
L’axe orthique Q) est I'image de (D1) par I'homothétigH, 3/2). Il est axe de symétrie des

deux polaires (D1) et (D2).

Le démonstration est plus simple avec un triangl#usangle :

correspondantes les tangentes a (E) issues delAl

uy)

(D1 %

/= ___Siletriangle ABC a un angle obtus,

en A par exemple, I'orthocentre H est a
I'extérieur du triangle.

H étant un centre d’homothétie qui
transforme (E) en (C), cercles sécants en

U etV, soient T1 et T2 les points de conta

de leur tangente commune, issue de H.
L’axe radical (UV) coupe [T1T2] en S.

OnaST1=ST2etSTl= ST#=SU.SV
Or (D1) et (D2), polaires de H vis-a-vis

“_ des deux cercles sont les perpendiculaire

(OH) issues de T1 et T2.

Par conséqueni) est axe de symétrie d

= -~ {(O1), (D2)}.

fig-13. Triangle ABC obtusangle.

ACt
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7- Propriété du centre du cercle d’Euler

r
(ST A a- rappel
a/” N Soient a, b, ¢, &, b, ¢’ six points
¥i'% % distincts d’un cercle et u, v, w les
iy 4 \3 ) points définis par :
il ~ {1,4}:(@b)N (@b’)=u
f W | {2,5}: (bc) N (b'c) = v
ol ! R {3,6}:(ca’)N (ac’) =w
y ’ r e
\ - Théoréme de Pascal
) \ c /’ Les trois points u, v, w sont alignés.
. " o
b _~ Fig-14. théoréme de Pascall

b- Droites passant par le centre du cercle d’Euler
(Cette démonstration a été apportée par Jean-LAyise

).http://pagesperso-orange.fr/jl.ayme

Soit B3 = (AC)N (E) et C3 = (AB)N (E).

E) (o

II ..' F
B3

Les triangles B"B1B3 et C"C1C3 sont
rectangles en B1 et C1, [B"B3] et [C"C3
sont 2 diamétres de (E). Considérons
’hexagone C’B1B3B”"C1C3,0n a:
{1,4}: (C"B1) N (B"C1) = P1
{2,5}:(B1B3)N C1C3=A
{3,6}:(B"B3) N (C"C3)=Q

OO

D’aprés le théoréme de Pascal, les 3

points P1, AQ sont alignés.
Une permutation circulaire montre

I'alignement de Q1, BQ et celui de R1,
C,Q

Fig 15. Propriété d&, centre de (E).




